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Gyermekeimnek

Zsoltnak, Orsolydnak és Zoltdnnak






El0szo

Az éltalanos relativitdselmélet a gravitdciés kolcsonhatds — kisérletek altal a
tobbi fizikai elmélethez viszonyitva is nagyon nagy pontossdggal igazolt —
klasszikus geometrizélt elmélete. Klasszikus abban az értelemben, hogy a
kvantumfizika eszkoztarara semmilyen formaban nem épit. A klasszikus jelzd
ugyanakkor furcsdn is hat, hiszen ez az elmélet alapjaiban rdzta meg a korabbi
térr6l és 1dordl kialakitott elképzeléseinket. A teret és az id6t mar a specia-
lis relativitdselmélet egymasba 6tvozte, €s egy merdben 4j fogalommal, a tér-
id&vel helyettesitette. Az altalanos relativitaselmélet ennél 1ényegesen tovabb
megy, hiszen nem csupan az anyag torténetének egy egyszer és mindenkorra
rogzitett geometriai hdttéren realizdlodo leirdsdra véllalkozik, hanem egy im-
pozans, a modern fizika elvarasaival is Osszeegyeztethetd modelljét kindlja az
anyag és geometria kdlcsonds meghatdrozottsaganak.

Barmely fizikai elmélet, amely a térid6t is mint dinamikai egységet ke-
zeli, magatdl értet6d6 modon altalanos érdeklSdésre tarthat szamot. Valgjaban
ennél sokkal tobb is igaz. Az elmélet a csillagaszati megfigyelések magyara-
zatdnak keresése sordn nagyon sokszor érdekes €s Uj megvilagitdst biztositd
értelmezéssel szolgdlt és szolgdl napjainkban is.

Nem szabad elfeledkezniink arrdl sem, hogy az elmélet kozel szazéves tor-
ténete soran folyamatosan valtozé intenzitasu fejlédési korszakokon ment at
és lényegében csak a hatvanas évek elejétdl tartozik az igazan dinamikusan
fejlédé modern fizikai elméletek koz€. Ennek csak egyik oka, hogy az elmé-
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let valdban preciz matematikai megfogalmazasa a fizikus korokben szokatlan
differencidlgeometriai ismeretek alkalmazasan alapul. Ezzel parhuzamosan az
sem elhanyagolhat6, hogy a huszadik szdzad els6é kétharmada kétségkiviil a
kvantummechanika és a kvantumtérelmélet virdgkora, mely a legjelentGsebb
kutaté mihelyeket az adott idészakban teljesen lekototte. Mindezekhez ja-
rul még az a nagyon egyszerd tény, hogy a természetben ismert négy alap-
vetd kolcsonhatas koziil — ezek a részecskék erds és gyenge kolcsonhatdsat
leird erdk, valamint az elektromégneses és a gravitaciés er6k — kdrnyezetiink-
ben kétségkiviil a graviticiés kolcsonhatds a leggyengébb. Erdemes azonban
észben tartani, hogy az univerzum nagy 1éptékd struktirdjanak kialakitdsdban
mégis ez a kornyezetiinkben meglepden gyenge kolcsonhatas jatssza a fésze-
repet. Ennek az egyik oka, hogy a az erGs és a gyenge kolcsonhatds nagyon
rovid (< 10’13[6,,1]) hatétavolsdgi. Emellett, bar az elektromos kolcsonhatas
a ndla sokkal gyengébb graviticids kolcsonhatdshoz hasonléan végtelen hatd-
tavolsagu, elegendGen nagy 1éptékben nézve az univerzum elektromosan sem-
leges, vagyis az azonos és ellentétes eldjelll toltések kozott fellépd taszitd és
vonzo er6k 1ényegében mindenhol k6zombositik egymdst. A gravitacid eseté-
ben ezzel szemben nem léteznek ilyen ellentétes hatasu toltések, igy kozmolo-
giai 1éptékben mérve egyediildllé univerzalis és minden mds kolcsonhatdsndl
szamottevébb erShatast eredményez. Fontos azt is kiemelni, hogy a gravita-
ci6 nem csak az univerzum egésze szempontjabdl jitszik alapvetd szerepet.
Meglep6 moédon viszonylag révid hatétavolsdgon is domindnssd valhat. Pél-
daul a neutronok degeneraciés nyomasat produkdlé leger6sebb magerdket is
felilmilja, mikézben valamely elegendden nagy tomegli neutroncsillagb6l a
graviticiés Osszeomlasi folyamat révén feketelyukat alakit ki. Ezen utdbbi
koriilmények kozott talan nem is teljesen adekvat az alapkolcsonhatdsok erGs-
ségének szokdsos 0sszehasonlitdsat alkalmazni.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy nemcsak az a fontos, hogy a gravitacié
bizonyos helyzetekben a legjelentGsebb kolcsonhatdssa valik. Az is 1ényeges
tulajdonsdga, hogy minden részecskére, annak egyedi anyagi sajatossdgaitol
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fiiggetleniil, egyforman fejti ki hatdsat. Erdemes felidézni, Arisztotelész még
azt allitotta, hogy a nehezebb testek gyorsabban, a konnyebbek lassabban es-
nek. Galilei kisérleteivel valdsziniileg els6ként bizonyitotta azt, hogy a lejtdn
legurulé vagy a szabadon es6 golyok a tomegiiktSl fiiggetleniil gyorsulnak.
Ezt a felismerést azzal kiegészitve, hogy az anyagi mindség sem jatszik szere-
pet, Eotvos Lordnd, a réla elnevezett ingdval a 19. szazad végére nagyon nagy
pontossdggal kisérletileg is ellendrizte. Eotvos méréseinek legfontosabb ko-
vetkezménye az, hogy ,,Ha lenne eltérés a kiilonboz6 anyagok vonzasaban,
akkor annak 5-10° értéknél kisebbnek kellene lennie. ” Ezek a mérések alap-
vet$ szerepet jatszottak abban, hogy Einstein az 4j gravitaciéelmélet megal-
kotdsa sordn nem egyszerlien a Newton-féle elmélet relativizalt valtozatat ke-
reste, hanem anndl egy sokkal impozansabb geometrizdlt elméletet dolgozott
ki. Einstein elméletében a graviticiés kolcsonhatast a téridé geometridjanak
nem trividlis gorbiilt jellegével helyettesitette, ahol a gorbiiltség mértékét az
anyag eloszldsa és mozgdsdllapota hatdrozza meg.

Einstein elmélete ad elegdns format Bolyai, Riemann, Poincaré és Mach a
19. szazadban megfogalmazott azon vélekedésének — melyet a tudomanytorté-
net ma Mach-elvként ismer —, miszerint a fizikai valésagot valamely nemeuk-
lideszi geometria irja le.

Az elmélet elss kisérleti bizonyitékat az Eddington éltal 1919-ben vezetett
csillagdszati megfigyelések adtdk. Tapasztalataik szerint az erds ,, gravitacios
térben” a fénysugarak az Einstein-elmélet dltal megjésolt mértékben hajla-
nak el. Ennek a megfigyelésnek két fontos kdvetkezménye volt. Az els6 az,
hogy meger6sitette az elmélet alapfeltevését, miszerint a térid6 geometridja
nem sik (és nem is konformisan sik). A masik kovetkezmény a térid6t alkoto
események Osszességén értelmezett oksagi reldciot érinti. Mivel Einstein re-
lativitdselmélete alapjan semmiféle fizikai hatds nem terjedhet a vakuumbeli
fény sebességénél gyorsabban, az, hogy a gravitacié Einstein-féle elméleté-
ben a fényjelek palydja megvaltozhat a gravitdcié hatdsdra, azt jelenti, hogy a
gorbiilt téridében az oksagi relaciok is kozvetve az anyag eloszlasa és mozgas-



allapota éltal meghatarozottak.

A gravitaciénak éppen ez a tulajdonsdga vezet az Einstein-elmélet egyik
legmeglepdbb problémakoréhez, a feketelyukak létezéséhez. Kialakulhat u-
gyanis az anyag olyan nagy mértékii koncentracidja, mely az adott térrészbdl
még a fényjelek kijutdsit is képes megakadalyozni. Ha nem juthat onnan ki
fény, akkor fekete. Erdemes azonban észben tartani, hogy ez a ,.feketeség”
még nem zdrja ki, hogy a kozvetlen kornyezetében 1év anyagot felszippantd
feketelyuk az anyag intenziv gerjesztetettsége folytan ne tiindokolhessen ugy,

mint az égbolt egyik legfényesebb objektuma.

Visszatérve a tudomdanytorténeti tényekhez érdemes azt is megemliteni,
hogy ‘60-as évek soran jelentGsen megnétt a fizikusok érdeklodése az élta-
lanos relativitaselmélet irant. Ez annak koszonhet6, hogy az 1950-es évek vé-
gét61 kezd6dben egy sor olyan csillagaszati megfigyelés tortént — a kvazarok, a
kicsiny méretd rontgenforrdsok és a pulzarok felfedezése —, melyek magyara-
zata elképzelhetetlennek l4tszott (ma is az) a gravitacids 0sszeomldsi folyama-
tok sordn felszabaduld irdatlan mennyiségli energia figyelembevétele nélkiil.
Ezen megfigyelések megmagyardzdsdhoz az erls gravitdcids terek lefrdsara
alkalmas elméletre volt sziikség. Az dltalanos relativitiselmélet pont egy ilyen
elmélet, raadasul egyszerre képes szdmot adni a gravitacids Osszeomlasi fo-

lyamatrdl, az annak sordn felszabadulé energia mértékér6l, annak téridSbeli
transzportjardl, illetve a folyamat sordn kialakuld feketelyuk tulajdonsagairdl.

A lokalizalt csillagszeri objektumok vizsgdlata mellett minden valamit
onmagdra adé graviticidelmélet torekszik az univerzum egészére vonatkozd
csillagdszati megfigyelések magyardzatit is megadni. Einstein az univerzum
latszolagos id6ben allando jellegébdl kiindulva egy statikus univerzummodellt
tartott adekvatnak. Lényegében ez vezette el a réla elnevezett Einstein-féle
statikus kozmolégiai modell kidolgozasahoz, melynek sordn bevezette a koz-

moldgiai dllandét, melyet kés6bb egyik legnagyobb tudoményos tévedésének
tekintett.
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Einstein gondolatmenetének védelmében érdemes felidézni azt, hogy a
csillagaszati megfigyelések még 1912-ben is éppen csak elvétve jelezték azt,
hogy vannak olyan galaxisok, amelyek nagy sebességgel tavolodni latszanak.
Hubble csak 1929-ben tette kozzEé hires dolgozatat [17], amelyben egy vi-
szonylag kicsiny, hatmillié fényév sugard gombon beliil végzett szisztematikus
mérésekre alapozva dllitotta azt, hogy az galaxisok a tSliink mért tavolsaggal
aranyos, igen nagy (néhany szaz km/s) sebességgel tdvolodnak.

Einstein elméletét vizsgalva Alexander Friedmann [8] 1922-ben taldlta az
els6é olyan kozmoldgiai modellt, amelyben természetes modon jelenik meg a
taguld vilagegyetem és a tavolsaggal aranyos tdvolodasi sebesség koncepcidja.
Ez azonban a megbizhat6 csillagdszati megfigyelések hidnya, valamint Fried-
mann (aki a Kazani Egyetem professzora volt) viszonylagos tudomanyos el-
szigeteltsége folytdn egyszerlien nem keriilt be a tudoményos koztudatba. Ké-
sO6bb — az egyre szaporodd és mind adekvitabbd valé megfigyelések 0sztonzé
hatasanak koszonhetéen — Lemaitre, Robertson és Walker 1ényegében tjra fel-
fedezték [23, 42, 43, 44, 51] a Friedmann 4ltal taldlt modelleket. A csillaga-
szati megfigyelések és az elméleti joslatok egyezésére alapozottan 1948-ban
Gamow és munkatdrsai mdr a tdgul6 univerzumot kezdetben kitoltd sugdrzas
maradvanyainak keresésére tesznek javaslatot. A Penzias és Wilson [30, 31]
altal felfedezett mikrohulldmu hattérsugarzas indexmikrohulldmu hattérsugar-
zas szintén jelentGsen hozzdjarult a relativitdselméleti kutatdsok 1970-es évek
eleje ota tartd intenziv fejlédéséhez.

Ebben a konyvben az Einstein-elmélet matematikai alapjainak bemutata-
sat tlizziik ki célként. Bar az elmélet kozel szaz évvel ezel6tt megsziiletett €s
Einstein alapgondolatai és a konstrukcié 1ényegileg nem valtozott, mi a mo-
dern differencidlgeometria eszkoztardt felhaszndlva toreksziink a kapcsol6do
matematikai alapok ismertetésére.

Az Einstein-elmélet sajitossagainak megértése sordn fontos a metrika ket-
t6s szerepét tisztan latni. Sokszor maguk az éltaldnos relativitiselméletben
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aktiv kutatasokat végzok is ugy tekintenek az Einstein-elméletre, hogy az a
gravitdciés kolcsonhatds egy olyan térelméleti lefrasa, melyben a metrika is
dinamikai entitdssa valik. Térelméleti szempontbdl ez a valasztds egydltalan
nem szerencsés mert annak érdekében, hogy a gravitacié két valédi fizikai sza-
badsagi fokat kivalaszthassuk (lasd pl. [37, 38, 39]-ben taldlhat6 vizsgalatokat)
tul sok €s bizonyos szempontbdl szokatlan kényszer hasznélatara van sziikség.
Nem szabad azonban elfeledkezni arrél sem, hogy az elmélet bnmeghatarozasa
azzal kezdddik, hogy értelmezziik a fizikai torténéseknek helyet biztositd aré-
nat, azaz az események Osszességét (amit matematikailag egy négydimenzids
téridGsokasag jelenit meg), tovabba tisztdzzuk azt, hogy hogyan lehet a fizika
torvényeit az adott sokasag feletti tenzormez8kre vonatkozé tenzoregyenletek
segitségével kifejezni. Ebben az altaldnos keretben a metrika csak egyike a
négydimenziés téridén értelmezett nemdegeneralt (0,2)-tipusd szimmetrikus
tenzormez&knek. Ugyanakkor a metrika létezése teremti meg annak lehetdsé-
gét, hogy beszélhessiink két megfigyelési irany altal bezart szogrol, barmely
haromdimenziés tartomany térfogatardl, illetve a kétdimenzids feliiletek fel-

oo

szinér6l, vagy akdr egy megfigyel6 vildgvonala mentén mért sajatid6rol.

Mint specidlis esetet érdemes felidézni, hogy Maxwell napjainkban hasz-
ndlt elméletében az imént emlitett aréna a geometriai értelemben fix Minkowski-
térid6. Ugyanakkor az elektrodinamikai értelemben fontos véltozdsokat az
antiszimmetrikus Faraday-tenzorra vonatkoz6 Maxwell-egyenletek hatdrozzak
meg. Ezzel szemben az altalanos relativitiselméletben a graviticids jelen-
ségek leirdsara hivatott metrika, mely az ekvivalencia elv alapjan Einstein-
egyenletekben a potencidl szerepét tolti be, ugyanakkor a térid6 geometriai
tulajdonsagainak meghatdrozasaban is alapvetd szerepet jatszik.

Erdemes azt is felidézni, hogy az dltaldnos relativitaselmélet gyakran gy
keriil bemutatasra, mintha a térid6 Lorentz-szignatirdji g,p metrikdja egyediil
jelenitené meg a gravitacios hatdsokat. Ezzel szemben az elmélet megalkotasa
sordn legaldbb ennyire fontos szerepet jatszott a gravitacids hatdsok megjele-
nitésében az a IV affindsszefiiggés, amely a metrika — egymdshoz képest



Xiii

mozgd ,,inercidlis” megfigyeldk dltal mért — elsérendd eltéréseit méri. Ezt a
két struktdrat a Palatini-hatdsra alapozott variacios elv (1asd pl. [26]-et) valo-
ban meg is kiilonbozteti. Amint azt az 5.4. fejezetben latni fogjuk, az ami egy-
méshoz kapcsolja a metrikus €s affin struktirdt az nem més mint a Vygag =0
kompatibilitasi feltétel.

Tovébbi technikai nehézségeket jelent az, hogy az altaldnos relativitdsel-
mélet a graviticié egy erGsen nemlinedris elmélete, valamint az, hogy az egy-
massal fizikailag ekvivalens téridémodelleket egymasba vivé diffeomorfizmu-
sok — ezek a fentebb mdr emlitett szokatlan kényszerek forrdsai — végtelen
dimenziés nem-abeli mértékcsoportot alkotnak. Ezen b&ség — mely az altala-
nos relativitdselmélet alapfeltevéseibdl kovetkezik — felelds példaul Einstein
elméletének a kvantumtérelméletekhez torténd illesztésében megjelend nehéz-
ségekért.

Erdemes azt is szemiigyre venni, hogy milyen mértéki az Einstein-elmélet-
ben megjelend nemlinearitds. Ehhez tekintsiink példdul egy tetszGleges x* lo-
kélis koordindtarendszert. A négydimenzids anyagmentes esetben az Einstein-
egyenlet a Ricci-tenzor (14sd példaul a 6.6 alfejezetet, valamint a (14.5.46)-
(14.5.47) relaciokat)

Ryy = _%geo {aeaoguv + auavgeo - aeavg;w - auacgev}
+Hyuv(8ax, 98ax)

eltinésével ekvivalens, ahol dy, az x* koordindta szerinti parcidlis derival-
tat jeloli. A fenti egyenletben szerepld Hyy kifejezés a Hy,,/ [det(g)]? hdnya-
dosként frhat6 fel, ahol a Hy,, és a [det(g)]? kifejezések kiilon-kiilon a metrikus
tenzor x* lokdlis koordindtdkhoz tartozé g komponenseinek nyolcadrendd
polinomjai. !

Ennek beldtdsihoz érdemes meggondolni, hogy Hy,y a Christoffel-féle szimbslumok kvad-
ratikus kifejezése, melyek tartalmazzdk a g,y komponensek parcidlis derivéltjainak linedris
kombinaci6jat, valamint a g*V inverz metrikdt, mely 6nmagdban is g’V / det(g) alakban adhat6
meg, ahol a g’"V algebrai aldetermindnsok legjobb esetben is harmadrendi polinomjai a metrika
guv komponenseinek.
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Jelen konyv megirdsaval elsGsorban azon olvasdknak szeretnék segitsé-
get nyujtani, akik a fizikaval kapcsolatos ismereteiket az Einstein-féle gravita-
cidelmélet, azaz az altalanos relativitaselmélet elvi €s technikai eszkoztaranak
megismerésével kivanjdk boviteni. A konyv elsGsorban az E6tvos Lorand Tu-
domanyegyetem elméleti fizikai doktori iskoldjan tartott eléaddsaimra épiil,
melyeket kezdetben er6sen motivaltak a [21, 50, 52] monografidk. Ugyanak-
kor fontos azt is kiemelni, hogy a konyv megirdsa soran folyamatosan tore-
kedtem az dj fogalmak szisztematikus kiépitésére, melynek koszonhetSen (re-
ményeim szerint) minden az analizisben elemi jartassaggal rendelkezd olvasé
j6 eséllyel kezdhet hozz4 az 4ltalanos relativitiselmélet matematikai alapjaival
torténd ismerkedéshez.

Konyviink elsd részében a differencidlgeometria alapjainak részletes be-
mutatdsara toreksziink. A differencidlhaté sokasagokon értelmezhetd kiilon-
féle matematikai struktirdk ismertetése soran megcélzott részletesség esetleg
tilzénak is tlinhet. Legfontosabb mentségiink az, hogy azok a magyar nyel-
ven elérhetd monografidk, melyek Einstein elméletének bemutatdsat tdzték ki
célként, nem épitenek a globdlis differencidlgeometria kdnyviinkben ismerte-
tett koncepcidira. Ugyanakkor a vonatkozé dj ismeretek nemcsak az altalanos
relativitdselméletben, de a modern matematikai fizika mds fejezeteiben is jol
alkalmazhatd, hasznos eszkoztarat kinalnak.

Konyviink masodik részében az dltaldnos relativitaselmélet fizikai alapja-
inak bemutatdsara toreksziink. Az Einstein-egyenletek variacids elven torténd
szarmaztatdsan tdl annak bemutatasara toreksziink, hogy alkalmas mértékva-
lasztdst haszndlva az Einstein-egyenletek egy csatolt nemlinedris hullimegyen-
let-rendszerré irhatok at. Emellett napjaink legfontosabb gravitacidéelmélethez
kapcsolodo kisérletének elméleti vonatkozdsait, azaz a gyenge gravitdcids hul-
lamok részletes leirasat is megtalalja az érdekl6dd olvasé. Mindezeket kveti a
homogén izotrép kozmoldgiai modellek ismertetése. Zarasként a gombszim-
metrikus csillagmodellek rovid bemutatdsat igyeksziink megadni, valamint a
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feketelyukak kialakuldsahoz vezetd gravitacids Osszeomldsi folyamat lehetd
legegyszeriibb, ugyanakkor pontos leirdsat tiiztiik ki célként.

Végiil alljon itt néhdny hasznos tandcs a konyv tartalmédval ismerkedd ol-
vasé szamadra.

A feladatok mindig az aktudlisan ismertetett matematikai segédeszkozok-
hoz, illetve a vizsgélt fizikai rendszerekhez illeszkednek. Eppen ezért nem
kiilonitettiik el Sket a konyv f6szovegétsl. Igy ezeket a feladatokat elsS kor-
ben mint igaz, de még nem bizonyitott dllitdsokat célszerti olvasni. A masodik
olvasas alkalmaval mar érdemes elmerengeni azon, hogyan oldand meg az ol-
vaso a kijelolt feladatokat. A témakorrel torténd tiizetesebb ismerkedés soran
érdemes megoldani azokat a feladatokat is, amelyeket a fent javasolt iteracié

elsé két 1épésében még esetleg nem oldott volna meg a kedves olvaso.

Amikor olyan éllitdsokat fogalmazunk meg, melyek bizonyitdsa megha-
ladja a megcélzott olvasokor feltételezett hattértuddsat — ezeket 4ltaldban a
,beldthatd” €s ,,megmutathatd” szavakkal vezetjilk be — igyeksziink a szak-
irodalomban elérhetd bizonyitdsokra utalni.
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1. fejezet

Mi a térido?

Ahogyan azt mar a bevezetSben is emlitettiik, a graviticié napjainkban elfo-
gadott legpontosabb elmélete az Einstein-féle dltalanos relativitaselmélet. Az
Einstein-elmélet a graviticié egy olyan geometrizalt elmélete, melyben a gra-
vitacids hatasok a térid§ geometridjanak gorbiiltségén keresztiil jelenithetSk
meg. Ebben az elméletben nincs a kordbbi elméletekre jellemzd egyszer és
mindenkorra adott fix szinpad — tér és id6 —, amelyen a rajta értelmezett mez&k
torténetét irjuk le. Ehelyett a viligmindenségben talalhaté anyag elhelyezke-
dése és mozgdsa hatdrozza meg a téridé geometridjat, ugyanakkor a kozmoszt
felépitd anyag fejlodése is csak ezen az idGben és térben is valtoz geometria
fejlodésével egyiitt irhato le.

1.1. A térido fizikai és matematikai meghatarozasa

A specialis és altalanos relativitaselmélet megértésében a legfébb nehézséget
a térrdl és 1d6rdl, a hétkdznapi tapasztalataink alapjan kialakitott elképzelések
megszokdson alapul6 helytelen alkalmazasa okozza. Eppen ezért fontos annak
tisztdzdsa, hogy mit is értiink a teret és id6t sajatos médon egymadsba 6tvozo
térido6n.

25



26 1. FEJEZET. MI A TERIDO?
1.1.1. Definicié. A fizikus megfogalmazas: A téridorél feltessziik, hogy meg-
Jjeleniti a vizsgdlatra kivdlasztott fizikai rendszer teljes torténetét, azaz tartal-
mazza az ahhoz kapcsolodo dsszes lehetséges miilt-, jelen- és jovobeli ese-
ményt.

A Kklasszikus fizikdban esemény példaul két probatest iitkdzése, vagy ahogy
Dede Miklés volt kivalé tandrunk fogalmazott ,,... amikor egy csillag pont-
szerl képe éppen 4athalad a tavcsd vonalkeresztjén. ” Ennek megfelel6en hall-
gatélagosan mindig feltételezziik, hogy egy klasszikus esemény bels$ struk-
tura nélkiili, mind térben, mind pedig id6ben pontszerd, mely a geometriai
pont fogalmanak kialakuldsdhoz hasonld absztrakcié eredményeként jott 1étre.

Az 1.1.1 definici6 értelmében egy-egy térid6 mindig tartalmazza a vizsgalt
fizikai elrendezéshez tartozé Osszes lehetséges mult-, jelen- és jovobeli ese-
ményt. Ugyanakkor minden az események Osszességét megjelenits téridS-
sokasdg tetsz6leges pontjabdl indithaté a térid6ben mindeniitt kauzalis érintd-
vektorral rendelkezd gorbe. Ezek a gorbék az elvileg lehetséges megfigyelSk
vilagvonalai. Mivel egy megfigyeld altal megfigyelhetd események Osszessége
a megfigyeld torténetét dbrazold vildgvonal kauzélis multjaval esik egybe, az

altalunk alkalmazott megkozelitésben az elvileg megfigyelhetd és a lehetséges
események halmaza barmely téridémodellen beliil egybeesik.

Ha az elmélet eredeti kereteit atlépve valaki a kvantumos viselkedésrol is sza-
mot kivanna adni, akkor els6é korben azt kellene megmondania, hogy milyen
értelemben haszndlja a kvantaltsdg fogalmat. Mivel jelenleg nincs olyan el-
mélet, amelyet kvantumgraviticiénak tekinthetnénk!, egyediil a kvantumosan
viselkedd részecskék kapcsan vizsgédlhatd kovetkezetesen az a kérdés is, ho-
gyan véltozna meg a fentebb emlitett idealizacié folytdn kialakult klasszikus

IMég abban sincs egyetértés, hogy melyik matematikai szinten kellene végrehajtani a kvan-
talast. A metrikdt, a kauzalis, vagy vele ekvivalens konformis szerkezetét kellene kvantalt mé-
don kezelni, vagy esetleg sokkal mélyebbrdl épitkezve magat a klasszikus eseményteret is egy
spinhaldézaton értelmezett kvantumtérelmélet effektiv alacsony energids hatareseteként kellene
értelmezniink.
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eseményfogalom. Amint arra Wigner mdr 1957-ben rdmutatott [54], a kvan-
tummechanika korlatokat szab a klasszikus eseményfogalmunkon alapul6 tér-
id6koncepcidnak is. Wigner ugy érvelt, hogy két tomeges elemi részecske iit-
sziikségszerlien nem pontszer(, hiszen ezen kvantumos folyamat éppen azzal a
kiterjedt téridStartomannyal kapcsolhaté 0ssze, amelyben a résztvevd részecs-
kék megtaldlasi valdszintiségének szorzata 1ényegesen nagyobb nullanal.

A fentebb ismertetett, fizikai elveken nyugvé koncepcié bemutatdsa utdn érde-
mes azt is rogziteni, hogy matematikai értelemben mit értiink téridén.

1.1.2. Definicié. A matematikus megfogalmazas: Téridén egy olyan (M, gup)
pdrt értiink, ahol M osszefiiggd, négydimenzios, Hausdorff, parakompakt, ird-
nyithato C* differencidlhato sokasdg, ga, pedig egy Lorentz-szignatirdji met-

rika M-en. A téridordl feltessziik, hogy iddirdnyithato, és egy iddirdnyitdst ki
is vdlasztottunk rajta.

Természetesen az imént megfogalmazott definiciéban szerepld fogalmak meg-
lehetdsen technikai jellegliek. A topoldgia és a differencidlgeometria foga-
lomtardhoz tartoznak. Konyviink elsé felének nagy része éppen ezeknek és
a kapcsol6dé fogalmak bemutatdsat tartalmazza, illetve ezen fogalmaknak a

sz

fizikai modelljeinkben torténé alkalmazhatdsagat igyekszik aldtdmasztani.
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1.2. Néhany egyszerii topoldégia alapfogalom

Az események Osszességét megjelenitd alapsokasagot elsé kozelitésben topo-
16gikus térként kezeljiik. Ez a legegyszeriibb struktira, melynek segitségével
az alapteret felépitd pontok kozelségét és ilyen értelemben vett megkiilonboz-
tethet6ségét tudjuk kifejezni.

1.2.1. Definicio. Legyen X egy halmaz, tovdbbd jelilje .7 az X halmaz rész-
halmazainak valamely rendszerét. Az (X,7) pdrt topologikus témek nevez-
ziik, ha teljesiilnek az aldbbi feltételek

(i) Tetszdleges 7 -beli halmazok unidja is 7 -hoz tartozik, azaz tetszdleges
o indexvdlasztds mellett, ha Oy € T akkor UgOq € .

(ii) T -beli halmazok véges metszete is 7 -hoz tartozik, azaz amikor O; € T
(i=1,...,n)akkor \_,0; € 7.

(iii) X,0 € 7, azaz a teljes tér és az iires halmaz .7 -hoz tartozik.

Ekkor F -t az X halmazon értelmezett topologidnak, 7 elemeit pedig nyilt
halmazoknak nevezziik.

1.2.1. Példa. Diszkrét topoldgia: Az X halmaz tetszdleges részhalmaza nyilt.
Til sok a nyilt halmaz, nem alkalmas a konvergencia kifejezésre.

1.2.2. Példa. Indiszkrét topoldgia: 7 = {X,0}. Tul durva, azaz kevés a nyilt
halmaz.

1.2.3. Példa. Jelolje R a valds szdmok halmazdt. Ekkor az R-en értelmezett
nyilt intervallumok egy topologikus teret hatdroznak meg, melyet a tovdbbiak-
ban (R, {(a,b)})-val jeldliink.

1.2.2. Definici6. Legyen A C X tetszdleges, valamint (X,.T) topologikus tér.
Ekkor az (A, T4) pdros, ahol Ty ={% CA|% =ANO,valamely 0 € T -ra},
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topologikus teret alkot, Tt pedig az A C X halmaz dltal indukalt topologid-
nak nevezziik.

1.2.3. Definicié. Legyenek (X1, 71) és (X2,.%) topologikus terek. Beldthatd,
hogy ezek szorzata (X\ x Xa,7) is topologikus tér az T = {0, x 0| 0; €
7 (i =1,2)} szorzat topoldgidra nézve.

Legyenek (X, 7]) és (Xa, %) topologikus terek. Tekintsiink egy ekvivalen-
ciareldcidt az X; U X, halmazon, melyet ~-vel jeloliink. Jeldlje tovdbba X; U
X, /~ a~ ekvivalenciareldcié hanyadosterét, azaz az X; UX, /~ halmaz pontjait
az X1 UX, halmaz egymadssal ~-ekvivalens pontjainak halmazai alkotjak, me-
lyeket ekvivalencia-osztdlyoknak neveziink. Jeldlje 7 : X; UX, — (X UXp) /~
azt a ~ ekvivalenciareldci6 dltal indukalt projekciot, mely az X; U X, halmazt a
~ dltal indukdlt X; UX, /~ ekvivalencia-osztdlyokra képezi. Jelolje .77 U . %, /~
az X UX;, /~ halmaz azon részhalmazainak rendszerét, melyek 7 altali sképe
nyilt vagy X;, vagy pedig X, felett, azaz & € 71 U % /~ pontosan akkor, ha
0] = {x e X\UXa|n(x) € O} € T cupF>. Beldthatd, hogy ekkor az
(X1 UXp/~, 71U T [~) paros topologikus teret hatdroz meg, melyet a ~ ek-
vivalenciareldci6 dltal indukdlt hdnyadostér-topolégidnak neveziink.

1.2.4. Definicié. Legyenek (X, ) és (Y, Fy) topologikus terek, valamint f :
X — Y leképezés. Ekkor f-et folytonosnak nevezziik, ha bdarmely Y -beli nyilt
halmaz ésképe nyilt X -ben, azaz tetszéleges O € Fy esetén f'[0] = {x €
X|f(x)e 0} e .

1.2.5. Definicio. Amennyiben f kolcsondsen egyértelmii raképezése X -nek Y -
ra, tovdbbd mind f, mind pedig f~' folytonos, akkor f-et homeomorfizmusnak
nevezziik. Ekkor az (X, ) és (Y, 9y ) topologikus terek topoldgiai szempont-
bol megkiilonboztethetetlenek.

1.2.6. Definici6. Valamely C C X zdrt részhalmaza az (X,.7) topologikus tér-
nek, ha az X \ C kiilonbséghalmaz nyilt.



30 1. FEJEZET. MI A TERIDO?

1.2.4. Példa. [a,b] zdrt a valés szdmok (R,{(a,b)}) nyilt intervallumok dltal
generdlt topologidjdra nézve.

1.2.5. Példa. Vannak sem nem zdrt, sem pedig nem nyilt részhalmazok is, pél-
ddul az (a,b] vagy |a,b) alakii intervallumok.

1.2.6. Példa. A diszkrét topoldgidban minden részhalmaz egyszerre nyilt is és
zdrt is.

1.2.7. Definicié. Valamely (X,.7) topologikus teret Osszefiiggbnek nevezziik,
ha benne csak a teljes tér és az iires halmaz nyilt és zdrt is egyszerre.

1.2.7. Példa. A valds szdmok halmazdn a nyilt intervallumok dltal generdlt
(R,{(a,b)}) topoldgiabdl kiindulva készitsiik el a (/' U A ,{(a,b)}s.5), in-
dukdlt topologikus teret, ahol of = (A,B), % = (C,D) tovdbbd A < B < C <D
valds szdmok. Az igy nyert topologikus tér nem osszefiiggd mivel 0,.of , B, o/ U
B egyszerre nyilt és zdrt is (/' U B, {(a,b)}oru2)-ban.

Legyen (X,.7) topologikus tér valamint A C X egy tetszSleges részhalmaz.
Ekkor A lezdrtjan azt az A-val jelolt halmazt értjiik, melyet az A-t tartalmazé
zart halmazok metszete hatdroz meg. Hasonl6an, A belsején azt az A°-el jelolt
halmazt értjiik, melyet az A altal tartalmazott nyilt halmazok uni6ja hataroz
meg. Az A halmaz hatdrdn a dA = A\ A° kiilonbséghalmazt értjiik.

A topologikus terek elméletében az dgynevezett szétvilaszthatosagi axiomak
fejezik ki, milyen mértékben képes az adott topologikus tér az alaptér pont-
jait megkiilonboztetni. A szétvdlaszthatésagi axiomak kozil mi csak a fizi-
kai értelemben ,, legplauzibilisebbel ”, a T, szétvdlaszthatésaggal, mas néven
Hausdorff-féle topologikus terekkel foglalkozunk.

1.2.8. Példa. Az (X,.7) topologikus teret Hausdorff-félének nevezziik, ha bdr-
mely két X-beli ponthoz taldlhatok diszjunkt 7 -beli kornyezetek, azaz tet-
szoleges p,q € X-hez léteznek olyan 0,0, € T nyilt halmazok, amelyekre
O,N0,;=0.
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1.2.1. Feladat. Legyen (R,{(a,b)}) az R-en a szokdsos nyilt intervallumok
dltal generdlt topologikus tér és jelolje (R',{(d’,b")}) annak egy mdsolatt.
Legyen tovdbbd ~ az az ekvivalencia-reldcid, mely R és R' azonos negativ
értékkel biro pontjait (és csak azokat) felelteti meg egymdsnak. Mutassuk meg,
hogy az (RUR'/~ {(a,b)}U{(d,b")}/~) topologikus tér nem Hausdorff.

Nyilvanval6, hogy a félegyenesek azonositasat kétdimenzidban példaul félsi-
kok, magasabb dimenzids Euklideszi-terekben félterek azonositdsaival helyet-
tesithetjiik. Igy az iménti feladat példat adhat arra, hogy olyan téridében, ami
nem Hausdorff-féle el6fordulhatna az, hogy egy torténet ,, kett€éhasad ”, azaz
kétféleképpen folytathat6 €s elvileg sem tudnank donteni, hogy melyik féltér-
beli folytatds tekinthet6 adekvatabbnak. Az ilyen tipusu ,, hatdrozatlansdgok ”
kizarasat biztositja a Hausdorff-féle tulajdonsag megkdvetelése.

1.2.8. Definici6. Legyen (X,.7) topologikus tér és A C X egy tetszbleges rész-
halmaz. Az{0q} C T nyilt halmazok rendszerét A nyilt lefedésének nevezziik,
ha A C Uy Oy, teljesiil.

1.2.9. Definicié. A-t az (X, T) topologikus tér kompakt részhalmazdnak ne-
vezziik, ha barmely nyilt lefedésébdl kivdlaszthato véges sok nyilt halmaz, mely
szintén lefedése A-nak, azaz létezik olyan {0, ...,0,} C {0y} C T részhal-
maz, amelyre A C U; 0.

1.2.9. Példa. [a,b] kompakt (R,{(a,b)}) nyilt intervallumok dltal generdlt to-
pologidjdra nézve.

1.2.10. Példa. (a,b| nem kompakt, mert példdul az 0, = (a+ %,b—l— 1), ahol
n € N, nyilt halmazok dltal meghatdrozott lefedésébdl nem tudunk véges rész-
lefedést kivdlasztani.

1.2.10. Definicié. Legyen (X,7) topologikus tér és legyenek {0y} és {7V}
X nyilt lefedései. Ekkor a {7V} nyilt lefedést az {0} lefedés finomitdsdnak
nevezziik, ha tetszbleges V-hoz létezik olyan O, amelyre Vg C Uy
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1.2.11. Definicié. A {7} nydt lefedést lokdlisan végesnek nevezziik, ha tet-
szbleges x € X-hez létezik olyan W € T nyilt kirnyezet, amelynek csak véges
sok { Vg }-beli halmazzal vett metszete nem iires.

1.2.12. Definicié. Az (X,.7) topologikus teret parakompaktnak nevezziik, ha
X tetszoleges { O} nyilt lefedéséhez taldlhaté {7 } lokdlisan véges finomitds.

Megmutathat6 (1dsd példdul [21] harmadik Appendixét), hogy valamely (X, 7))
Osszefiiggd, Hausdorff-féle topologikus tér pontosan akkor parakompakt, ha
van megszdmldlhaté bazisa, azaz létezik nyilt halmazoknak olyan {&;|i =
1,...,0} megszdmldlhat6 rendszere, amelyek a .7 topolégidhoz tartozé nyilt
halmazok mind ezen rendszer részrendszereiben taldlhaté halmazok unidja-
ként allithatok eld.

Magitdl értetddik, hogy minden kompakt tér egyben parakompakt is. Az is
igaz, hogy minden metrizalhat6 > topologikus tér parakompakt. Sokszor azt
is felteszik, hogy a parakompakt topolégikus terek egyben Hausdorff-fél€k is.
A nem parakompakt topologikus terek bizonyos mértékben patologikusak és
emiatt nem is konnyd ilyet taldlni. Az egyik legegyszertibb példaul az tigyne-
vezett ,, hosszt vonal ” — long line (vagy Alexandroff-vonal) — szolgdl. Ez egy
olyan topologikus tér, amely ugyan lokdlisan kompakt, de nincs megszamlal-
haté bézisa €s igy nem parakompakt.

A nem parakompakt topologikus terek kivételessége szamunkra azért is na-
gyon fontos, mert ahogy azt ltni fogjuk a metrika létezését, vagy az integrdlok

2Valamely (X, .7) topolégikus tér metrizalhatd, ha megadhatd rajta egy tavolsagfiiggvény,
azaz egy olyan nemnegativ valds értékl d : X x X — R fiiggvény, melyre tetsz6leges x,y,z € X
pontok esetén teljesiil az alabbi harom reldacioban megfogalmazott reflexivitds, szimmetria és
haromszog-egyenlStlenség.

dx,y) =0&=x=y;
d(x,y) =d(y,x);
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).
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sokasagok feletti értelmezhet6ségét biztositd egységfelbontas mindig 1étezik,
ha a térid6t megjelenitd differencidlhaté sokasdg parakompakt.






2. fejezet

Differencialhato sokasagok

Minden az 4ltaldnos relativitdselméletet megel6z6 fizikai elméletben nagyon
erls, a tér és id6 aszimptotikdjat érint6 feltételeket épitettiink be az elméle-
teinkbe. Ennek ékes bizonyitéka példaul a Newton ,, Principia ”-jdban meg-
jelend abszolut tér, melyet Descartes nyoman az Euklideszi-tér analizisbeli
megfelelsjeként R3-al azonositunk. Hasonl6an az abszolit id6t a valds sza-
mok R halmazaval megjelenitve a tér és id6 egészét 1ényegében R*-el helyet-
tesitettiik. Teljesen analdg feltételezéssel élt Einstein, Minkowski €s Lorentz
a Minkowski-térid6 megalkotdsa sordn. A térid6 alapsokasdga ebben az eset-
ben is R*, bar ebben az esetben a metrika mar Lorentz-féle szignatdraval ren-
delkezik. Ezzel szemben az dltaldnos relativitiselméletben egyediil azzal az
egyszer(sits feltevéssel éliink, hogy a téridé barmely eseményéhez talalhato
olyan elegendden kicsiny kornyezet, mely lokélisan R*-szerti. Cserébe fel-
tessziik azt, hogy ezek a lokélisan R*-szer(i tartoméanyok természetes médon
osszefiizhet6k. Erdemes azonban megjegyezni, hogy énmagiban még ez a
két feltétel sem jelent semmiféle megszoritast azzal kapcsolatban, hogy mi-
lyen globdlis topoldgiai tulajdonsdgokkal kell az 6sszes lehetséges eseményt
megjelenitd téridének rendelkeznie. Latni fogjuk, hogy ez a szabadsidg mi-
lyen érdekes kovetkezményekkel bir mar a legegyszertibb feketelyuk valamint

35
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kozmoldgiai téridémodellek vizsgalata sordn is.

2.0.13. Definicié. Valamely f:R" — R" (n,n’ € N) fiiggvény C"-osztdlyii (r €
N), ha bdarmely vdltozoja szerinti r-edik parcidlis derivdltja létezik és az folyto-
nos. Igy afolytonos fiiggvények CP-osztdlyiiak, mig azok a fiiggvények, melyek-
nek tetszdleges rendii parcidlis derivdltjai léteznek C*-osztdlyiiak. Ha ezenfe-
liil a fiiggvény még meg is egyezik a Taylor-sordval, akkor azt analitikusnak,
illetve C®-osztdlyiinak mondjuk.

2.0.14. Definicié. Az (M,.7) topologikus teret C"-osztdlyi, n-dimenzids (n €
N), valds, differencidlhaté sokasdgnak nevezziik, ha létezik hozzd {(Og, Wo)}
pdrok olyan halmaza, amelyre az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek.

(i) Az{Oy} halmazok rendszere nyilt lefedésér adja M-nek, azaz M C U Oy

(ii) Bdrmely Oy-hoz taldlhato olyan %y C R" nyilt halmaz, amelyre a Yy :
Oq — Uy leképezés egy homeomorfizmus Oy és Uy ko701t

(iii) Havalamely o és B vdlasztds esetén Og N Og # 0, akkor a

VgoWy ' WalOuN Op] = Wp[0q N O] (2.0.1)

leképezés legaldbb C"-osztdlyi a szokdsos R"-en vett értelemben (ldsd
az 2.1. dbrdt).

Amennyiben a fenti definicioban R” helyett mindeniitt C"-et hasznalunk, ak-
kor n-dimenzidés komplex differencidlhat6 sokasag fogalmat kapjuk.

A matematikusok az (O, Wy ) parokra, mint térképekre, ezek {(Oy, Wy )} gytlj-
teményére, pedig mint atlaszokra szoktak hivatkozni. Fizikus korokben az
(Oq,Wy) parokra leginkdbb, mint lokdlis koordindtarendszerekre, a (iii) tu-
lajdonsdgban megadott leképezésre pedig, mint az érintett két lokélis koordi-
néatarendszereket 6sszekotd koordindta transzformdciora szoktunk hivatkozni.
Valamely (0, y) térkép esetén y helyett sokszor hasznaljuk az altala megha-
tarozott (x!,...,x") lokalis koordindtakat is.
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R” Wﬁ[ﬁﬁ] CcR"

Rn

Va[Ou] CR"

2.1. dbra. A ygo vy, leképezés a Yo Ox] C R" nyilt halmaz egy részét képezi a yg[0p] C
R” nyilt halmaz megfelels részére.

Két differencidlhaté sokasdgot teljesen folosleges lenne megkiilonboztetni, ha
egyik a masiktdl csak néhany térkép hozzavételével, vagy elhagydsaval kiilon-
bozik. Eppen ezért a matematikusok altaldban meg is kovetelik, hogy a diffe-
rencidlhat6 sokasagok definicidjaban megfogalmazott (i)-(iii) hdrom feltétel-
nek eleget tevs térképek halmaza legyen maximalis. Erdemes megjegyezni,
hogy ezzel ellentétben a fizikdban mi mindig arra toreksziink, hogy az adott
fizikai problémahoz legadekvatabb lokalis koordindtdkat — azaz pontosan azo-
kat, amelyekben az aktudlis jelenségek legegyszertibben irhatdk le — valasszuk
ki.

2.0.11. Példa. Az egyik legtrividlisabb példa valos differencidlhaté sokasdgra

maga az n-dimenzios Euklideszi-tér E" a szokdsos globdlis R" koordindtdk-

kal, melyek példdul csak a kezdd pontjuk megvdlasztasdban térnek el, azaz

a Yy leképezéseket az o € R" kozéppontu, egymdssal pdrhuzamos tengely-

elrendezésii affin koordindtarendszerek jelolik ki. Ekkor B" az {(Oq =R%, W)}
atlaszra nézve C*-osztdlyu differencidlhato sokasdg.
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2.0.2. Feladat. Jelolje S a korvonalat, tovdbbd S'\ {E} és '\ {D} azokat az
R-rel homeomorf halmazokat, melyek a korbdl az északi polus és a déli polus
eltavolitdsdval jonnek létre. Jelolje tovibbd az S'\ {EY} és S'\ {D} halmazokat
R-be képezd, északi és a déli polusbol elvégzett sztereografikus projekciokat
Yy és Yp [ldsd a 2.2. dbrdt]. Mutassuk meg, hogy S U C>-osztdlyii differenci-
dlhatd sokasdg az {(S' \{E}, wg),(S'\ {D}, wp)} atlaszra nézve. Mutassuk
meg, hogy analdg konstrukcié alkalmazhaté S%, valamint S" esetében is.

E

D

2.2. dbra. Azészaki pélusbol elvégzett yy: sztereografikus projekcié hatdsanak megjelenitése.

Az o indexeket ,,hordozé ” halmaz szdmossdgédval kapcsolatban csak annyit
szeretnénk megjegyezni, hogy az nem feltétleniil véges. Léteznek olyan dif-
ferencidlhaté sokasdgok, amelyekhez nem taldlhaté véges atlasz. Egy extrém
példaként, ahol valéban (megszamldlhatéan) végtelen sok térképbdl all6 at-
laszt kellene haszndlnunk, képzeljiink el egy olyan univerzum-modellt, amely-
ben végteleniil sok fekete lyukat szeretnénk megjeleniteni.

Abban az esetben, amikor példaul olyan tovabbi struktiirira, mint metrika vagy
valamely differencialhaté sokasagon értelmezett integral fogalomra lesz sziik-
ségiink, feltessziik, hogy az M alapsokasdgunk parakompakt. Amint az ismert
(lasd példaul [21] 271. 0), minden Osszefiiggd Hausdorff-sokasdg pontosan ak-
kor parakompakt, ha barmely atlaszbdl kivélaszthaté megszamlélhat6, lokali-

san véges részatlasz.
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Fizikusok 1évén automatikusan fogalmazdédik meg az a kérdés, hogy milyen
,» gyakorlati ” haszna van a fentebb haszndlt matematikai altalanossdgnak. A
vélasz nagyon egyszerti. Minden a valds analizisb6l ismert és a fizikdn beliil
is sz€les korben alkalmazott technika atvihet6 a differencidlhaté sokasagokra
is. Példdul, a differencidlhaté sokasdg imént megfogalmazott koncepciéjat fel-
haszndlva értelmezhetjiik a differencidlhaté sokasagokat egymasra képezé le-
képezéseink differencidlhatdsagit is.

2.0.15. Definicié. Legyenek M, illetve M’ n-, illetve n'-dimenziés C"-osztdlyii
differencidlhaté sokasdgok az {(Oy, Ws)} és az {(O 1'3, I//k)} atlaszokra nézve.!
Ekkor az f: M — M’ leképezést Ck-osztdlyiinak (k < r) nevezziik, ha barmely
olyan Oy C Oy, valamint 5;3 C ﬁ[’; halmazokra, amelyekre f[ﬁNQ] C ﬁé telje-
siil a

Wiofowy' : WulOu] = wh[Of] 2.02)
Va|Oo) C R™-et v [ﬁ~/’3] C R"-be képez& leképezés legaldbb C*-oszrdlyil.

2.0.12. Példa. Vdlasszuk az M alapsokasdgot R valamely részhalmazdnak!
Ekkor a fenti definiciét haszndlva valamely f: M C R — M’ leképezés éppen
egy M'-ben futé C*-osztdlyii gorbe definicidjdt adja.

2.0.13. Példa. Tekintsiik most azt az esetet, amikor M' = R. Ekkor a fenti
meghatdrozds éppen az f: M — R fiiggvény C*-osztdlyisdgdnak definicidjdt
adja.

2.0.16. Definicié. Legyeneck most M és M’ n-dimenzidos C"-osztdlyi differen-
cidlhaté sokasdgok, valamint az f: M — M’ leképezés M kilcsonosen egy-
értelmii raképezése M'-re. f-et C"-osztdlyi diffeomorfizmusnak nevezziik, ha
mind f, mind pedig f~' legaldbb C"-osztdlyi.

Vegyiik észre, hogy n,n’ € N értékek nem feltétleniil ugyanazok!
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Rl’l

2.3. dbra. Az M és M’ differencidlhaté sokasdgok kozott haté f: M — M’ leképezés hatdsdnak
megjelenitése.

Két egymassal C"-diffeomorf sokasdg — a C"-osztdlyu differencidlhatésagi tu-
lajdonsagok tekintetében — teljesen egyenérték, azaz a C"-diffeomorfizmusok
egy ekvivalencia-reldciét hatdroznak meg a differencidlhaté sokasdgok terén.

2.0.14. Példa. A diffeomorfizmus definicidjiban nem elegendd az, ha csak az
f:M — M' leképezés kilcsonds egyértelmiiségét és differencidlhatésdgdt ko-
veteljiik meg, mert példdul az f: R — R fiiggvény, amelyre f(x) = x> kolcsono-
sen egyértelmii és differencidlhato, ugyanakkor az inverz nem differencidlhato
az f(x) = 0 pontban.

2.1. Erint6tér

Az R" vektortér jellegérdl legkésdbb az elemi egyetemi matematikai tanulma-
nyok sordn mindenki értesiil. Tobbé-kevésbé az is nyilvanvalonak tlinik, hogy
mit is kellene egy R3-ba bedgyazott, elegendSen sima gorbiilt feliilet, valamely
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pontjahoz tartozé érintSterén érteni. Ha az analizisb8l megtanult fogalmakat is
segitségiil hivjuk, akkor az is konnyen lathatd, hogy a feliiletelméletben meg-
jelend érintdvektorok egyszertien, mint gorbékre vonatkozd irdnymenti deri-
valtak értelmezhetSk. Ebben az egyszerl képben barmely vektor egy irdny és
egy nagysag kombindci6jabol all 6ssze. A haromdimenzids térben irdnyt pél-
daul egy félegyenes hatdroz meg. Ilyen példaul a 2.4. abran jelzett y gorbe p
pontjabdl — egy vdlasztott parametrizicionak megfelelden iranyitott médon —
inditott szelGinek hatar-félegyenese. Ez a p pontban érinti a y gorbét. A p
pontbeli érintdvektor nagysagat példaul a y gorbe atparaméterezéseihez tudjuk
kapcsolni.

2.4. dbra. A vy gorbe p pontjabdl inditott szelSinek hatér-félegyeneseként el64lld érints — a
valasztott parametrizacionak megfelel6en iranyitott — félegyenest hataroz meg.

Amint azt hamarosan latni fogjuk, a goérbékre vonatkoz6 irdnymenti derivaltak
altalanos differencidlhaté sokasagok esetén is értelmezhetdk, ezért kézenfek-
vonek tlinik, hogy ezek segitségével definidljuk az érintévektorok, illetve az
érint6tér fogalmat.

2.1.1. Definicié. Legyenek (x',...,x") lokdlis koordindtdk a p € M pont va-
lamely O nyilt kirnyezetében. Legyen v : (—€,€) C R — M egy tetszbleges
legaldbb C'-osztdlyii girbe O felett iigy, hogy p = ¥(0) € O és az (x',...,x")
lokdlis koordindtdkban y-t az x* = x*(t) egyenletek segitségével adjuk meg,
ahol L az 1,... n értékeket veszi fel. Jelélje tovabbd .7 (O') az O nyilt kbrnye-
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zetben értelmezett, legaldbb C'-osztdlyii fiiggvények halmazdt. Ekkor tetszdle-
ges f € F(0) fiiggvény esetén az
d t d(f(xH(z

x(p)= SEXER) —
dt =0 dt =0
szamot az f fiiggvény p pontbeli 'y gorbére vonatkozo irdanymenti derivaltjdnak

nevezziik.

A kozonséges derivalas tulajdonsdgait felhasznalva konnyen beldthatd, hogy a
fent meghatérozott
X: Z(0)—>R (2.1.4)

hozzarendelési szabdly egyrészt

(i) linedris, azaz tetszGleges f, g € #(0) fiiggvények és a,b € R szdmok
esetén
X(a - f+b g =a-X(f)+b-X(g), 2.1.5)

valamint

(ii) tiszteletben tartja a Leibnitz-szabélyt, azaz tetszleges f, g € .7 (0) fiigg-
vények esetén

X(f-9)=9-X(f)+fX(9)- (2.1.6)

Ertelmezhetjiik az igy meghatdrozott X : .7 (€) — R tipusti hozzarendelések
Osszeadasat, valamint skalarral valo szorzasat is az alabbiak szerint.

(1) Legyenek y,A:(—¢€,6) CR— Map=17y(0)=A(0) € M pontra illesz-
kedd gorbék, tovdabbd XY : #(0) — R a y és A gorbék dltal meghata-
rozott leképezések. Ekkor X +Y : #(0) — R az a leképezés, amelyre
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tetszGleges f € % (0) fiiggvényhez az

xy X
(1) ()= QWO LA - A1)+ 5 1)

(€R)

=0
2.1.7)
szamot rendeli.

(2) Hasonl6an, a-X : Z(0) — R az a leképezés, amelyre tetszGleges f €
F(0) fuggvény és a € R szdm esetén

: X” a-
(@-x)() = @) | difbya-t)

7 » i (€R). (2.1.8)

t=0

Jelolje 7 (p) az X : Z(0) — R tipust hozzédrendelések sszességét. Beldt-
hatd, hogy .7 (p) a fent definidlt 6sszeaddsra, valamint a skaldrral valé szor-
zésra nézve val6s vektorteret alkot, azaz .7 (p) az Osszeaddsra nézve egy egy-
ségelemes abeli csoport, tovdbbd barmely X,Y € 7 (p) és a,b € R esetén az

a-(b-X) = (a-b)-X (2.1.9)
a-(X+Y) = aX+a¥ (2.1.10)
(a+b)-X = a-X+b-X @2.1.11)

1'X = X 2.1.12)

Osszefiiggések teljesiilnek.

2.1.1. Lemma. Legyen p az M n-dimenzios differencidlhato sokasdg egy tet-
sz0leges pontja. Ekkor a p pontbeli 7 (p) érintétér n-dimenzids valds vektor-
tér, melynek a {(d/dx*) ,} vektorrendszer egy bdzisdt hatdrozza meg.

Bizonyitds: Mivel (x',...,x") lokdlis koordintik a p pont valamely & nyilt
kornyezetében a 4 = 1,...,n index tetszSleges értékére (d/dx*), € 7 (p),
hiszen a parcidlis derivéltak a koordinitavonalakhoz, mint gorbékhez tartozo
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irdnymenti derivltak, azaz barmely f € 7 (0) fiiggvény esetén (d f/dx*), €
R.

Megmutatjuk, hogy a {(d/dx*) ,} (1 =1,...,n) vektorrendszer .7 (p) bdzisit
alkotja. Tekintsiink egy tetszGleges y(¢) gorbét, amelyre p = y(0) és amelyet az
O nyilt kornyezethez tartozé (x!,...,x") lokalis koordinatdkban az x* = x* (¢),
u=1,...,n, egyenletek segitségével adhatunk meg. Ekkor, amint azt a valds
analizisbdl — az Osszetett fliggvények derivaldsi szabalya alapjan — tudjuk, tet-
sz8leges f € .F(0) fuggvényre a

df(y@)| _ Z (a ”> (dx:(t)>
—0 X t

dt
egyenldség teljesiil, amely igazolja, hogy tetszdleges, gorbe menti derivalt se-
gitségével meghatdrozott X : #(0) — R € 7 (p) alaki leképezés a (2.1.13)
relacié jobb oldaldn 4ll6 linedrkombinacidként adhaté meg.

(2.1.13)

t=0

Az is igaz, hogy tetszdleges

n

Z -(9/axt), (2.1.14)

linedrkombindcié dltal meghatdrozott X : .7 (0) — R € T (p) leképezéshez
tartozik olyan y(¢) gorbe, amelyre nézve X a y(t) gorbéhez tartozé irdnymenti
derivalttal esik egybe. Ennek belatdsdhoz elegendd azt az

x“(t)zxﬁ,‘%—t-é“ (2.1.15)
gorbét tekinteni, melynek (2.1.13) szerint meghatarozott érintGvektora éppen
(2.1.14) alaku.

Végiil annak beldtdsa érdekében, hogy a {(d/dx*),} vektorrendszer valéban
linedrisan fiiggetlen, azaz 7 (p) bézisdt alkotja, indirekt médon tegyiik fel,
hogy a zérus vektor felirhaté valamely £* nem azonosan nulla értékekbdl 4llé
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szdm n-es, valamint a (d/dx!) , baziselemek segitségével képzett

n
0=Y &"-(9/9x"), € Z(p) (2.1.16)
u=1
linearkombinacidként. Ekkor a (2.1.16) 0sszefiiggés jobb oldalan 4ll6 kifeje-
zést kiilon-kiilon alkalmazva az (x',... x") lokdlis koordindtdkra — ezek az &
nyilt kornyezet felett értelmezett fiiggvények — rogton adédik, hogy ! = - -+ =
E" = 0. A kapott ellentmondds igazolja az eredeti dllitdsunk helyességét. O

2.1.1. Megjegyzés. Tekintsiik most az
M) =xb 1 Eh 42t + CMOF) (u=1,...,n) (2.1.17)

osszefiiggés dltal meghatdrozott gorbét, ahol N tetszdleges szdm n-es, va-
lamint §H (1) egy t-ben legaldbb harmadrendii sima fiiggvény. Konnyen be-
ldthatd, hogy bdarmely f € F(0) fiiggvény esetén az ezen gorbére vonatkozo
irdnymenti derivdlt értéke a p alappontban megegyezik a (2.1.15) gorbéhez
tartozo értékkel. Ez azt mutatja, hogy az X : 7 (0) — R leképezések (ezek
a T (p) vektortér elemei) valdjiban a p alappontban linedris rendben meg-
egyezd (egymdst ott érintd), gorbéken ugyanazt az értéket veszik fel.

2.1.2. Definicié. Az {(d/dx*),} C 7 (p) vektorrendszert az (x',...,x") lokd-
lis koordindtdkhoz tartozo lokdlis koordindtabdzisnak nevezziik.

2.2. A dualis tér

Legyen .7 egy tetszGleges n-dimenzids valds vektortér, azaz most 7 nem
sziikségképpen 7 (p)-t jeloli. Valamely 7 : .7 — R leképezést linedrisnak
neveziink, ha tetsz6leges a,b € R valés szdmokra t(a-X +b-Y) =a-1(X) +
b-t(Y) teljesiil. Tekintsiik most a .7 -t R-be képezs linedris leképezések

T ={1:7 — R|7 linedris} (2.2.18)
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halmazat. Beldthatd, hogy az értelemszertien definialhaté 6sszeadds és skalar-
ral vald szorzds miveletére nézve 7 természetes vektortér-struktirdval 14t-
hat6 el. Az igy nyert 7 vektortérre, mint & dudlisdra, mig .7 * elemeire,
mint dudlis vektorokra szoktunk hivatkozni.

Tegyiik fel, hogy {v,} (1 = 1,..n) bazisa .7 -nek. Ekkor .7 azon v** elemei,
melyeket a
VA (vy) = 84, (2.2.19)

reldciokkal értelmeziink, ahol 8", a Kronecker-féle deltat jeloli, azaz 6, =
1, ha g = v és 0 kiilonben, egy bazisét alkotjdk .7 *-nak. A {vH#*} bazist
a {vy} bazishoz tartoz6 dudlis bazisnak nevezziik. Mindebbdl adédik, hogy
dim(.7*) = dim(.7), valamint az, hogy a v, «+— v** megfeleltetés .7 és .7
egy bazisfiiggd izomorfizmusét hatdrozza meg.

Ha most a fenti konstrukciét a .7* vektortérbdl kiindulva megismételjik .7
kétszeres dudlisdhoz, .7 **-hoz jutunk. .7** elemei a .7 *-ot R-be képez§ line-
aris leképezések. Vegyiik észre, hogy 7 és 7 természetes mddon izomor-
fak, hiszen .7** konstrukcidja folytdn dim(.7**) = dim(.7), tovdbba tetsz6-
leges v € .7 -hez kolesondsen egyértelmd médon hozzarendelhetd az a v €
T leképezés, amelyre

VW) =wH(v) (2.2.20)

tetszGleges w* € 7" esetén, azaz létezik egy kolcsondsen egyértelmd (nem
bazisfiiggs) megfeleltetés .7 és .7 elemei kozott. Igy a vizsgilt esetben .7
kétszeres dudlisa semmi djat nem ad .7 -hez képest, ezért a tovabbiakban nem
tesziink kiilonbséget a .7 és .7 ** vektorterek elemei kozott.

2.2.1. Megjegyzés. Amint ldttuk, véges dimenzios esetben (T*)* és T ter-
mészetes modon izomorfak, (T *)* ~ T . Amikor T nem sziikségképpen véges
dimenzids teljes normdlt linedris tér, azaz 7 = A egy Banach-tér, dltaldban
csak a (B*)* D B reldcio teljesiil. Amikor azonban & = H egy Hilbert-
tér, azaz olyan Banach-tér amelyen megadhaté egy <.,.>: H x H — C
belsd szorzat, akkor a Riesz-féle reprezentdcios tétel alapjdan [40] bdrmely
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® € H*-hoz létezik olyan y € H, amelyre a <y,.>: H# — C linedris le-
képezés éppen @ € A *-val egyezik meg. Igy A ~ H* és A ~ A", tovibbd
a véges dimenzios esetben haszndlt argumentum alapjdn az is beldthato, hogy

H = A~ A






3. fejezet

Tenzorok

3.0.1. Definici6. Legyen 7 egy tetszdleges n-dimenzids, valos vektortér, T*
pedig .7 dudlisa. Ekkor a

T: T "% - xT"xT x---xT =R (3.0.1)
k )

alakii multi-linedris — azaz minden vdltozdjaban linedris — leképezéseket (k,1)-
tipusii tenzoroknak nevezziik.

Beldthatd, hogy a (k,[)-tipusi tenzorok az 9sszeaddsra és a skaldrral val6 szor-
zasra nézve valds vektorteret alkotnak, melyet ezentil .7%;-el jeloliink.

3.0.1. Példa. A (0,1)-tipusii tenzorok terét éppen a t: 7 — R alakii linedris
leképezések feszitik ki, azaz T°) = T*.

3.0.2. Példa. Hasonloan, az (1,0)-tipusii tenzorok terét at: .7 — R alakii

linedris leképezések feszitik ki, azaz t € T és igy a fentebb ismertetett meg-
gondoldsok alapjin T'y= 7.

49
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3.1. Kontrakcio

3.1.1. Definicié. Tekintsiik azon (k,l)-tipusii tenzorok T*, terét, amelyekre
k,l1 > 1. Ekkor az ,, i-edik ” dudlis és a ,, j-edik ” vektor vdltozokban vett kont-
rakcion azt a

¢l T g (3.1.2)

leképezést értjiik, amely a T € T*, tenzorhoz azta €~ ; T € T*,_| tenzort
rendeli, amelyet a
i e

CT=Y T (v, Ve, ) (3.1.3)

hozzdrendelési szabdllyal értelmeziink, ahol {vg} a T vektortér egy tetszdle-
gesen vdlasztott bdzisdt, {v*°} pedig annak dudlisdt jeloli.

3.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy €., T valéban fiiggetlen a {v¢} bazis
megvdlasztdsdtol, azaz ha a {Vg} bdzis 71elyett egy olyan {v}} bdzist hasz-
ndlunk, amelynek elemeit a V;, = Z’;):I Aypvp sszefiiggéssel hatdrozzuk meg,
ahol az Ay, mdtrix nem degenerdlt (det(Ayy) # 0), akkor a multi-linearitdst
kihaszndlva a %ii T ({vs}) = %ii T ({Vg,}) reldcid teljesiil.

3.2. Tenzori szorzat

3.2.1. Definicié. Legyenek T € T, valamint T' € T¥ s tetszdleges tenzorok.
Ekkor a T és T’ tenzorok ®-szorzatdn azta T @ T' € T* |y tenzort értjiik,
amelyre

TRT (0,..., 0" wi, ... Wiy = (3.2.4)

1 k. 1( aykk41 sk+k .
T(CO RN ()] ,Wl,...,W1)~T((D s, @ ,W1+1,...,W1+1/)

. .o 27 / P z z Ve
teljesiil tetszdleges ®*',... ™K ¢ T* éswy,...,wp € T vdlasztds estén.
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Igy a tenzorok ®-szorzata valéjéban a (k,1)- és (k',I')-tipusi tenzorok terének
Descartes-szorzatab6l a (k+k’,1+1")-tipust tenzorok terébe vivs

®: Tk x T¥ ) - T, (3.2.5)

leképezés.

A tenzori szorzéds miveletét felhasznélva a .7 és .7 * elemibdl kiindulva értel-
mezhetiink kiilonféle szorzat-tenzorokat. Példdul a kordbban tekintett r € .7 =
Tlhéste 7" =79 elemek t @ T szorzata (1, 1)-tipusd tenzor.

3.2.1. Feladat. Tuldljunk példdt olyan (1,1)-tipusii tenzorra, mely nem dllit-
haté eld (0,1) és (1,0)-tipusii tenzorok ®-szorzataként.

Jelolje most {vs} 7 tetszGleges bazisét, valamint {v*°} ennek dudlisit. Ek-
kor, a fentebb tett megéllapitdsaink fényében az is nyilvanvald, hogy {vs} a
(1,0)-tipusd tenzorok terén, mig {v*®}, a (0, 1)-tipust tenzorok terén egy-egy
bdzist hatdroznak meg. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogyan adhatdk
meg a .7, vektortér bazisai. A tenzorok ®-szorzatdnak tulajdonsagaira ala-
pozva beldthatd, hogy a

Vul ®"'®V'uk ®V*v} ®"‘®V*vl (326)

alakii tenzori szorzatok .7%;-nak egy bazisét hatdrozzak meg.

Mivel a {vs} rendszerhez tartozé béziselemek szdma n, a (3.2.6) alaki szor-
zatok dltal meghatarozott, {v,, ®-- @ vy @V ®---@VvV} C Tk, bazishoz
tartozé elemek szdma éppen n**! kell legyen, azaz a .7, vektortér dimenzi6-
jara dim(.7%;) = n** adédik. Mivel {vy, ® - ®@ vy, @V @---@Vv*"'} bizisa
Tk -nek, barmely T € .7, kifejthetd ezen bazis szerint a

n
T= ) THH, vy @ Qv eve . .@v (3.2.7)

HiyeesVi=1

formdban, ahol a baziskifejtésben haszndlt egyutthatokat (a 7+, ., szi-
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mokat) a T € 7%, tenzor {v, } bdzisra vonatkozé komponenseinek nevezziik.

A komponensek segitségével a kontrakcid és a tenzori szorzds miivelete a

i 1 My ! :
(wror) L =T (3.28)
— Vi...Vi—1 e=1 Vl...z...Vl
(T ® T,),ul...ka/ = T“""“"vl...v, T Hae 1 Mg Vi1 Vi (3.2.9)

kifejezések segitségével adhaté meg.

3.3. Transzformacios szabalyok

A tenzorokkal kapcsolatban megfogalmazott minden eddigi allitasunk igaz,
barhogyan is vélasztjuk meg a kiinduldsi n-dimenziés 7 vektorteret. Ahhoz,
hogy térid6t megjelenitd M differencidlhaté sokasdgon értelmezett tenzorme-
zOket definidlhassuk és vizsgdlhassuk, vissza kell térniink az M pontjaihoz ren-
delt érintSterekhez. Jelolje megint 7 (p) a p € M ponthoz tartozé érintGteret!
Amint azt a 2.1. alfejezetben lattuk, a p pont valamely & kornyezetében ér-
telmezett (x',...,x") lokdlis koordindték 4ltal meghatérozott {d/dx*} vektor-
rendszer egy lokalis koordindtabazist hatdroz meg tetszSleges ¢ € ¢ ponthoz
tartozé .7 (g) érintdtéren. Tegyiik fel, hogy (x'!,...,x™) valamilyen mds lo-
kalis koordinatdk a p pont &’ kornyezetében! Ekkor az Osszetett fiiggvények
derivéldsi szabdlyait felhaszndlva, ldthato, hogy barmely g € &' N ¢’ pontban
a{d/dx"} és a {d/dx'*} lokdlis koordinatabdzisok' a

N AP
axk 6; <axu > 0x/°” G310
vagy
o & [ox'\ 0
= Zl <8x’“> P (3.3.11)
V=

'Minden legaldbb C!-osztalyii differencidlhaté sokasag felett.
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Osszefiiggések szerint kapcsolodnak egymdashoz.

Most vizsgdljuk meg, mi a kapcsolat valamely v € 7 (q) vektor {d/dx"},
illetve {d/dx™} lokalis koordindtabézisokra vonatkozé komponensei kozott.
Ehhez, (3.3.10) alapjan, elegendd a

! d ! d ! oxX°\ 9
v= Y V° =) VW—= vH (—> — (3.3.12)
c;’l ax'c uz:"l dxH c’uz‘;l dxH ) dx°
baziskifejtéseket tekinteniink, amelybdl azonnal adédik, hogy
n a xJo‘
o __ u
VO = u; v <—axu ) . (3.3.13)

Miel6tt tovdbbhaladndnk, célszer( tisztdznunk, mi a {d/dx"} bézis dudlisa.
Mivel M tetsz6leges differencidlhaté sokasdg, minden rajta értelmezett, leg-
alabb C'-osztdlyd, f € . W (M) fuggvényhez hozzdrendelhetjiik annak teljes
differencidljat, d f-t. Igy az M sokasag tetszdleges p pontjdban értelmezziik
adf: 7 — R leképezést lgy, hogy tetszSleges v € 7 (p)-hez rendelje azt a
df(v) szamot, amelyre d f(v) = v(f). Mivel v : a (M) — R leképezés line-
aris, az igy meghatédrozott d f teljes differencil valéban a .7*(p) duélis térhez
tartozik. Ezen definiciét hasznélva most mar kénnyen lathatd, hogy a {d /dxH }
lokdlis koordindtabazishoz tartozé dudlis bézis éppen a {dx* } rendszer, melyet
a koordindtafiiggvények dx* elemi differencidljai feszitenek ki, hiszen ekkor
a dudlis bazist meghatdrozé dx*(d/dx") = dx* /dx¥ = &M, rel4cié automati-
kusan teljesiil.

Mindezeket figyelembe véve, jelolje most a {d/dx*} bazishoz tartozé dud-
lis bazist {dx"}, tovabba {dx'*} a {d/dx’*} bézishoz tartoz6 dudlis bazist.
Legyen tovabbd @ € .7*(p) tetsz6leges. Ekkor az analizisbdl j6l ismert
"ot
At =y <—ax'V) dx” (33.14)

v=1
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relacio, valamint a

0= Z o, dx" = Z @y dx* (3.3.15)
v=I1 u=1

baziskifejtések felhaszndldsaval lathatjuk, hogy a {dx'*}, valamint {dx"} bd-
zisokra vonatkozé komponenseket az

n Dkt
o, =Y o, (a;V> (3.3.16)

osszefiiggés kapcsolja ossze. Osszehasonlitva a (3.3.11) és (3.3.16) reldcio-

kat lathatd, hogy az @ € .7*(p) komponenseire vonatkozo transzformécids
torvényben a vessz6zott és vesszGzetlen mennyiségeket ugyanaz a matrix kap-
csolja dssze, mint amely a {d/dx’*} lokdlis koordindtabazist a {d/dx"} ba-

299

zishoz koti. Eppen ezért .7*(p) elemeit ., egyiitt vdltozd ™, vagy ., kovaridns”
vektoroknak, .7 (p) elemeit pedig, amelyek a (W) matrix inverzével transz-
forméldédnak, ., ellentétesen vdltozo”, vagy ., kontravaridns” vektoroknak is

szoktuk nevezni.

A tenzorok multilinedris voltat felhaszndlva konnyen belathatd, hogy barmely
T € .7, tenzor komponenseinek transzformacidjara a

oM XM\ [ 9xP P
T/,ul...llkvlmvk — Z T Oékﬁ1 B (axal > <8xo‘k ) <axlvl> (ax/v,>

a,. 1 1
(3.3.17)
relacié adédik. Erre az egyenletre, mint a tenzorok altaldnos koordinatabazi-

sokra vonatkoz6 transzformdcids szabdlydra is szoktunk hivatkozni. Erdemes
megjegyezni, hogy néhany monografia éppen ennek a transzformécios ossze-
fliggésnek a segitségével vezeti be a tenzor fogalmat.
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3.4. Tenzormezok

Rendeljiink hozza az M sokasdg minden egyes pontjdhoz egy (k,[)-tipust ten-
zort. Az igy kapott objektumot (k,/)-tipusi tenzormezdnek nevezziik, mig a
(k,1)-tipust tenzormezSk halmazat 7% (M)-mel jelsljiik.

Hat € 7 (M) egy vektormezs, azaz r (1,0)-tipusd tenzormezé M-en, akkor
tudunk beszélni a ¢ vektormezd differencidlhatésdgdrol, hiszen bdrmely dif-
ferencidlhaté f € .% (M) fiiggvény esetén a ¢( f) kifejezés” egy t(f) : M — R
valds fiiggvény M-en, amelynek differencialhatésdgat mar korabban [lasd a
2.0.15. definiciot] értelmeztiik. fgy a t vektormezGt Ck -osztalyunak nevezziik,
ha a (f) fiiggvény CF-osztdlyd minden legaldbb C*-osztilyd f € .F “ (M)
fiiggvény esetén. Hasonldan értelmezhetd a (0,1)-tipusd tenzormezdk dif-
ferencidlhatésdga, hiszen barmely v € .7 (M) és w € .7 (M) vélasztds ese-
tén o(v) egy valés fiiggvényt hatiroz meg M-en. Igy @ € .7*(M)-et Ck-
osztalytinak nevezziik, ha az @(v) fiiggvény C*-osztalytd minden legaldbb C*-
osztilyd v € .7 (M) vektormezs esetén. Beldthatd, hogy v € .7 (M) és @ €
T *(M) pontosan akkor C*-osztdlydak, ha a legaldbb C*!-osztdlyd M diffe-
rencidlhaté sokasdg barmely lokalis koordinatarendszeréhez tartozé kompo-
nenseik C*-osztalytak.

Altalaban egy T € 7%;(M) tenzormez6t Ck-osztilytinak neveziink, ha barmely
o*',... 0" c T*(M) é wy,...,w; € T (M) legaldbb Ck-osztilyt kovari-
4ns és kontravaridns vektormezd esetén a T (@*!,..., &0, wy,...,w;) : M — R
fiiggvény C*-osztilyd. Beldthatd, hogy a lokélis koordinitarendszerekhez tar-
toz6 komponensek C*-osztilytsdga dltaldnos esetben is ekvivalens a (k,1)-
tipusi tenzormezdk Ck-osztalytsagaval.

2Ez tetszbleges (O, y) térkép esetén, amelyhez (x',...,x") lokdlis koordinatak tartoznak a
t(f)=Lat® 57»{1 alakban frhat6 fel.
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3.5. Az absztrakt index

Legyen T € .7%;(M) tetsz6leges (k,1)-tipusd tenzormezd. A tovabbiakban T-
t, mint 4ltaldnos tenzoridlis objektumot 7!, , -vel jeldljiik, ahol a ,,kis
latin betds indexek ” a

T(ooiyieyeiieiy) (3.5.18)

,»hasdban levo 7, kiillonben meg nem nevezett, ,,nyilasok”” megjelenitésére szol-
gdlnak.

Megkiilonboztetésiil a T € T, (k,1)-tipust tenzor valamely {v,} C .7 és
{v*V} C .7 dudlis bazispdrjdhoz tartozé komponenseit tovdbbra is 7Hi~H,, | -
vel jeloljiik, azaz a ,, kis gorog betlis indexek ” mindig konkrét bazisokra vo-
natkozé komponenseket jelolnek.

Miért j6 ennek a jelolésnek a haszndlata? Ennek illusztrdldsdra tekintsiik a
kovetkezs egyszerli példdkat. Legyenek, v¢ € .7 (M) és w, € T*(M). Ezek
tenzori szorzatat, valamint annak kontrakcigjat réviden a véw, € 714 (M), va-
lamint v¢@, € % (M) kifejezések jelolik. Az absztrakt index jelolésben min-
dig az Einstein-féle 0sszegzési szabalyt alkalmazzuk, melynek értelmében az
ugyanolyan bettivel jelzett kovaridns €s kontravaridns indexekre Osszegzést
hajtunk végre. Az Einstein-féle 6sszegzési szabalyt az imént felirt kontrakcio-
ban mér alkalmaztunk is. Altaldban a Ta-%, € Tk (M) tenzor ,,i-edik ”
és j-edik ” index parjaban vett kontrakciéjat a

i ap...di—14iy1---Ag -
(%uj T) — Tl (3.5.19)
- by..bj1bji1...by by..e..b
reldci6val jelenitjiik meg. Hasonldan, példdul a T4, € 73,(M) és az S8 j; €

T?%,(M) tenzorok ®-szorzatdt T¢ ;,S8" jk-vel jeloljiik. Mindezeknek megfe-
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lelGen

i b b
THiHey =T %y v v VI VT (3.5.20)

Azt érdemes megjegyezni, hogy az absztrakt indexek hasznalatival felirt egyen-
letek mindig tenzor egyenletek, azaz bel6liik tetsz6leges bdzisvalasztdsra vo-
natkoz6 komponensek egyenldsége kovetkezik. Az absztrakt indexek haszna-
latdn alapuld jelolésrendszer elénye ott jelentkezik, hogy minden, az alkalma-
zasaval felirt tenzor egyenletnek akkor is van értelme, ha a komponensek hasz-
ndlata sordn elengedhetetleniil sziikséges konkrét bazisvalasztasrol még egy
sz6t sem ejtettiink. Ezdltal a tenzorokkal végzett miveletek nagy része 1énye-
gesen leegyszertisodik, bar el kell ismerni, hogy minden igy kapott eredmény
értelemszertien a komponensek haszndlatdra alapozott pontos lokdlis meggon-
doldsok révén is szdrmaztathato.

3.6. Tenzorok szimmetriai és antiszimmetriai

Tekintsiink egy tetszSleges Ty, € 7% (M) tenzormez6t. Legyenek tovabba v¢
és w¥ tetszGleges vektormezSk M-en. Ekkor T,,v*w” kontrakcié valés fiigg-
vény M-en. Hasonlitsuk 6ssze a T, v¢w” és T, w*v’ fiiggvényeket.

3.6.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a Ty, € 7% (M) tenzormezd szimmetri-
kus, illetve antiszimmetrikus, ha a v*,w® € 7 (M) vektormezdk tetszdleges vd-
lasztdsa esetén a

Tpviwl = Typw™VP, illetve a  Tpviwl = —Twv? (3.6.21)
egyenldség teljestil.
Beléthatd, hogy T, pontosan akkor szimmetrikus, illetve antiszimmetrikus,

ha (az absztrakt index jelolésben) T, = Tj,, illetve Ty, = —Tp,. Barmely
T, T 02(M ) tenzormez8hoz hozzérendelhetjiikk annak szimmetrikus, illetve
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antiszimmetrikus részét, amelyeken a
Tap) = 5 (Tp+ Tpa) , illetve a Ty = 3 (Tup — Tha) (3.6.22)

tenzormezdket értjik.

3.6.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy T, € 7% (M) pontosan akkor szimmet-
rikus, illetve antiszimmetrikus, ha T,y = 0, illetve T,y = 0, azaz Top = Tiup) <
T[ab] =0, illetve Ty, = T[ah] 4 T(ah) =0.

Egyszerre tobb, azonos tipusd tenzorindexben vett szimmetrikus, illetve anti-
szimmetrikus rész is értelmezhetd.

3.6.2. Definici6. Legyen példaul T,, o, € T 0,(M). Ekkor Ty, . q teljesen szim-
metrikus, illetve antiszimmetrikus részén a

T(a]...a,) = %ZTa"(l)...aﬂ(,) bl (3623)
V3
illetve a
T[al...al] = [_1‘237{ ’ Tan(l)...an(,) s (3.6.24)
T
tenzormezoket értjiik, ahol a kijelolt Osszegzéseket az 1,...,1 szdmok Osszes,

1! szdmii T permutdcidjdra kell elvégezni, tovdbbd Oy értéke 1, ha az adott 7
permutdcio pdros, illetve —1, ha T pdratlan.

A szimmetrikus, illetve az antiszimmetrikus rész képzése az azonos tipusu ten-
zorindexekben (melyek nem feltétleniil olelik fel az dsszes azonos tipusu in-
dexet) mindig, akdr egyszerre is értelmezhetd. Igy példaul

T(ab)c[de] — % (Tabc[de] + Tbac[de]) _ % (Tabcde + Tbacde _ Tabced _ Tbaced) .
(3.6.25)

3.6.2. Feladat. Legyen Ty, € T93(M) iigy, hogy Tupe = —Tpae, azaz Type =
Tip)c- Keressiik meg a Tjy) tenzormezd legegyszeriibb alakjat.
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3.6.3. Feladat. Legyen S/ ¢ T4 (M) tetszbleges tenzormezd. Hatdrozzuk
meg az §abled)) valamint az $YP(4)) tenzormezdket.






4. fejezet

A metrika

Ha végigtekintiink a klasszikus fizikai elméleteken — a 2.2.1. megjegyzés ér-
telmében a kvantdlt elméletek sem kivételek — azt lathatjuk, hogy mindegyik-
ben fellelheté egy metrikus tulajdonsagok kifejezésére alkalmas matematikai
struktira, amelyet egy (0, 2)-tipust szimmetrikus tenzormezd segitségével je-
lenithetiink meg. A metrikdt felhasznalva tudunk olyan fontos megallapita-
sokat tenni, hogy mekkora egy adott téridGpontban két térszerd vektor altal
bezart szog, mekkordk a térszerd, illetve idGszerl tavolsdgok, a sajatidd in-
tervallumok, vagy példaul bizonyos feliiletdarabok felszine, illetve kiilonféle
téridGtartomanyok négyes térfogata. Mindemellett az édltaldnos relativitasel-
méletben a téridén értelmezett metrika gorbiiltsége helyettesiti a gravitacids
kolcsonhatést is, igy az Einstein-elmélet szempontjabol az egyik legalapve-
tobb matematikai struktura.

4.0.3. Definicio. Azt mondjuk, hogy az Xy : 7 (M) x T (M) — % (M) (0,2)-
tipusii tenzormezd degenerdlt a p € M pontban, ha létezik olyan v* € T (p)
nemzérus vektor, amelyre tetszéleges w* € T (p) vektor esetén az Xupviwl =0
egyenldség teljesiil.

4.0.4. Definicio. Legyen g, egy sehol sem degenerdlt (0,2)-tipusi, szimmet-
rikus tenzormezd M-en. Ekkor azt mondjuk, hogy gu» egy metrikdt hatdroz meg

M-en.
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Legyen (O, y) térkép, amelyen (x!,...,x") lokdlis koordinitak. Ezekhez a lo-
kalis koordindtakhoz tartozé {(dx*),} dudlis bazismezd segitségével & pont-
jaiban a g, metrikét a

Sab =Y., &uv-(dx*)a(dx")s (4.0.1)
u,v=l1

s

reldcidval, valamint, ahogy ezt sokszor teszik, ennek egyszerdsitett ,, vonalele-
mes ” alakjaval
n
ds* =Y guy-dx'dx’ (4.0.2)
pv=1
adhatjuk meg.

Beldthatd, hogy g, pontosan akkor nemdegenerdlt az (&, y) térkép felett, ha
az (x',...,x") lokdlis koordindtdkhoz tartozé komponenseibdl felépitett n x n-
es gyuv matrix invertdlhatd, azaz det(gyy) # 0.

4.1. Az inverz-metrika

Mivel g,p-16l feltettiik, hogy az nemdegeneralt megmutathatd, hogy egyértel-
miien taldlhat6 hozzd egy olyan g% € .72o(M) (2,0)-tipusd szimmetrikus ten-
zormez6 M-en, amely eleget tesz a

g“ger = 6 (4.1.3)

reldciénak, ahol 6“5, pontonként az adott pontbeli érintStér Gnmagdara vett azo-
nos leképezését jeloli. Ezt a g* tenzort a metrika inverzeként, vagy a metrika
kontravaridns alakjaként is szokds emlegetni.

A fentiek alapjdn konnyen beldthaté, hogy amennyiben g, valamely (&, y)
térképhez tartozé (x',...,x") lokdlis koordindtikra vonatkozé komponenseit
guv jeloli, akkor a g% kontravaridns metrika g*¥ komponenseit az n x n-es

guv matrix (g,v) ! inverzével adhatjuk meg & felett.
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4.2. Szignatira

Legyen g, metrika M-en. Ekkor g,, segitségével barmely p € M pontban
mindig megkonstrudlhaté a p-beli 7 (p) érint6tér olyan {e‘(‘a)} (a=1,...,n)
ortonormalt bazisa, amelyre g, ezen bazisra vonatkoz6 g,, komponenseinek
abszolut értékeire

|8ab| = [8ab€{s) ()| = Bab (4.2.4)

2

relacio teljesiil, azaz a g4, matrix nem zérus elemei a féatloban talalhatok és
vagy +1, vagy —1 értéktiek. Ismert, hogy amikor létezik a fenti kovetelmé-
nyeknek eleget tevs ortonormalt bazis, akkor mindig végtelen sok ilyen bazis
létezik. Azonban a nemdegenerdlt, szimmetrikus bilinedris leképezésekrdl —
a linedris algebrai tanulmdnyaink sordn — tanultak alapjan tudjuk, hogy azon
ortonormdlt bazisvektorok szdma, amelyekhez +1, illetve —1 belsd szorzat
tartozik fliggetlen attdl, hogy melyik ortonormdlt bazisban végezziik el a vo-
natkoz6 szdmlélast.

4.2.1. Definicio. Azon ortonormdlt bdzisvektorok szdamdt, melyekhez pozitiv,
illetve negativ belsé szorzat tartozik a metrika szignatiirdjdnak nevezziik.

4.2.1. Megjegyzés. Sokszor eldfordul az, hogy az ortonormdlt bdzisvektorok
belsd szorzatdnak eldjelébdl képzett
m n—m
(=, =4y t) (4.2.5)
kifejezésre, vagy az s = n—2m szdmra is, mint a metrika szignatirdjdra hivat-
kozunk.

A (+,...,+) szignatdrdji pozitiv definit metrikdkat Riemann-félének , mig a
(—,4,...,+) szignatirdji metrikdkat szemi-Riemann-, vagy Lorentz-félének

nevezziik. Azokat a transzformdacidkat, amelyek a Riemann-, illetve a Lorentz-
féle metrikdkhoz tartozé ortonormélt bazisokat kapcsoljak 6ssze, ortogondlis-,
illetve Lorentz-transzformacionak nevezziik.
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Belathaté, hogy amikor valamely M differencidlhaté sokasagon megadhat6
metrika, azaz egy nemdegenerdlt (0,2)-tipusd szimmetrikus, legaldbb foly-
tonos g, tenzormezd, akkor g,, szignatirdja konstans, azaz nem valtozhat
pontrdl pontra, illetve térképrdl térképre.

4.3. A metrika altal meghatarozott izomorfizmusok

Legyen g, metrika M-en. Ekkor barmely p € M eseténa g,y : 7 (p) x 7 (p) —
R leképezés segitségével megadhaté a 7 (p) és T *(p) vektorterek kozott egy
olyan g: 7 (p) — 7*(p) linedris leképezés is, amely tetszSleges v* € 7 (p)-
hez azt a [g(v)], € 7*(p) dudlis vektort rendeli hozzd, amelyre [g(v)], =
gapV’. Mivel g,, nemdegeneralt megmutathat, hogy tetszéleges p € M esetén
g:7(p) = T*(p) a T (p) érintbteret kolcsonosen egyértelmt médon ké-
pezi ra T*(p)-re. Igy g: .7 (p) — T*(p) egy (bazisfiiggetlen) természetes
izomorfizmus a .7 (p) és .7 *(p) vektorterek kozott.

Hasonléan a g,, metrika inverze, azaz g? segitségével is tetszSleges p € M
esetén definidlhatunk egy olyan természetes g~ : .7*(p) — 7 (p) izomorfiz-
musta 7 *(p) és 7 (p) vektorterek kozott, amely tetszSleges @, € .7 *(p)-hoz
alg™! ()] =g w, € T (p) vektort rendeli, és igy .7 *(p)-t kdlcsonosen egy-
értelmt médon képezi rd .7 (p)-re.

A g, metrika, valamint a fenti leképezés segitségével vektorindexeket ,, hizha-
tunk le ”, mig g?’-vel kovektorindexeket ,, emelhetiink fel ”. Mivel tetszdleges
tipusu tenzorok mindig az alaptér €s annak dudlisa elemeibdl kiindulva ten-
zori szorzatok linearkombinéciéiként fejezhetSk ki, tetszSleges tipusu tenzor,
vektor, illetve kovektor indexét lehizhatjuk, illetve felemelhetjiik a g,, met-
rika, illetve annak g?° inverze segitségével. fgy példaul, ha 7%, € 73,(M),
akkor az ily médon beldle képzett 7%,/ tenzormezdn a gy g% g T i kife-
jezést fogjuk érteni.



4.3. A METRIKA ALTAL MEGHATAROZOTT IZOMORFIZMUSOK 65

4.3.1. Feladat. Legyen (O, ) térkép M-en (x',...,x") lokdlis koordindtdk-
kal. Legyenek tovibbd {(d/dx*)*} C T (M) és {(dx"),} C T*(M) az ezek-
hez a koordindtdkhoz tartozo érintdtérbeli és dudlistérbeli bdzisok. Mutassuk
meg, hogy a fent definidlt bdzisfiiggetlen természetes izomorfizmusok csak na-
gyon specidlis metrika esetén adjdk vissza a {(d/dx*)*} és {(dx*),} dudlis
bdzispdrok (2.2.19) reldcio dltal meghatdrozott kolcsonosen egyértelmii meg-
feleltetéset.

4.3.2. Feladat. Legyen {e‘(la)} C T (M) (a=1,...,n) egy tetszbleges ortonor-
mdlt bdazismezd M-en. Jelolje {e(aa)} C T*M) az {e‘(’a)}-hoz dudlis bdzisme-
z0t. Mutassuk meg, hogy
b

Zab€lsy = Zavey (4.3.6)
tetszbleges a névindex esetén és igy a szignatirdt a (4.3.6) egyenlet dltal meg-
fogalmazott sajdtértékprobléma —1-es sajdtértékeinek szdmdval is megadhat-
Juk.






5. fejezet

A kovarians derivalt

A fizikai mennyiségek idébeli, illetve térbeli valtozdsanak gyorsasdgat a kii-
Ionféle fizikai folyamatokat leird téregyenletek kapcsoljak Gssze. A valtozasi
gyorsasdg mindig egy jol meghatarozott derivalasi mivelet segitségével fejez-
heté ki. Skalaris mennyiségek esetén teljesen kielégitd az irdnymenti deri-
véltak haszndlata. Vannak azonban olyan fizikai rendszerek, ilyenek példdul
az elektromdgneses tereket, vagy kiilonféle folyadékokat leiré6 modellek, ame-
lyekben tenzoridlis mennyiségeket kell alkalmaznunk a fizikai mennyiségek
és folyamatok adekvdt megjelenitése érdekében. Naivan ekkor is okoskod-
hatnank ugy — példaul a Maxwell-elméletre gondolva — hogy az F,;, Faraday-
tenzor véltozdsi gyorsasdgit valamely y gorbe p = ¥(t,) pontjdban a

nFan (V(1)) — Fa (v(1)) "
t—1,

(5.0.1)

formalis hanyados ¢ — 7, dtmenethez tartoz6 hatdreseteként értelmezziik. Van
azonban egy nagy baj ezzel a naiv megkozelitéssel. A szdmldléban taldlhatd
kiilonbség tagjai mindig két kiilonboz6 pont, a y(¢) futépont és a y(t,) alap-
pont felett értelmezett 7% (y(t)) és T, (y(t,)) terekhez tartoznak. Ezek kii-
16nboz8 vektorterek igy ezek elemeit nem lehet egymasbdl kivonni, ezért —
anélkiil, hogy megfeleld kapcsolatot 1étesitenénk a 7% (y(2)) és 70 (¥(t,))
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terek kozott — nincs értelme a fenti kiilonbségnek. Eppen ezért a kiilonféle gor-
biilt geometriara €pité metrikus fizikai elméletekben — ilyen az Einstein-féle
graviticidelmélet is — a derivdlds mivelete csak a kiilonboz6 pontokhoz tar-
tozé érintSterek kozotti kapesolat megaddsa utan valik értelmezhetévé. Ilyen
derivéltra példa a soron kovetkezd részben targyalt kovaridns derivdlds, vala-

mint ahogy azt késébb latni fogjuk, a bizonyos értelemben sokkal egyszertibb
Lie-derivalds mitivelete is csak ily mdédon valik értelmezhet6vé.

5.1. Parhuzamos eltolas a’la Levi-Civita

Amikor az E3 haromdimenziés Euklideszi térbe bedgyazott sik lapot latunk
(lasd az 5.1.4abrat) teljesen nyilvanvalonak tdinik, hogy az nem gorbiilt. Ez

ES

5.1. dbra. Az E3 haromdimenziés Euklideszi térbe bedgyazott sik lap, valamint az ott elvég-
zett parhuzamos eltolds hatdsanak illusztriciéja.

egyrészt azaltal fejez6dik ki, hogy barmely két kiillonboz$ pontjanak érintG-
tereit, az J£3-ban értelmezett parhuzamos eltolds szabdlyait hasznalva, mindig
kolesonosen egyértelmi médon meg tudjuk feleltetni egymdsnak. Ezzel szem-
ben amikor egy gorbiilt feliiletet latunk E3-ba bedgyazva azt is rogton érezziik,
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mit jelent a feliilet gorbiiltsége. Az E3-ba bedgyazott gorbiilt feliiletek estén
két kiilonb6zd ponthoz tartozd érintdtér megfeleltetése mar korantsem olyan
magdtdl értet6dd, mint a sik feliilet esetében. Ezt a feliiletelméleti kérdést
Levi-Civita oldotta meg 1917-ben.

s

Levi-Civita konstrukciéjdnak kicsit leegyszertsitett valtozatat kovetve az aldbbi
Iépéseket kell végrehajtanunk. Vegyiik a feliilet egy tetszSleges p pontjat, va-
lamint a 7 (p) érintGtérnek egy tetszSleges v* elemét. Arra vonatkozdan, hogy
mit kell megfeleltetniink v¢-nak a p-hez ,,infinitezimalisan ” kozeli g pont
T (p) érintSterében a kovetkezd eldirdst kell kovetniink. El8szor v@-t toljuk
el parhuzamosan a ¢ pontba az E3-ban érvényes parhuzamos eltoldsi szabalyt
alkalmazva. Ekkor v¢ vektor g-beli megfelel§je mar nem sziikségképpen lesz
benne a g-beli érintStérben. Masodik 1€pésben vetitsiik le az igy nyert vektort a
g-beli érint6térbe. Ezt az eljarast alkalmazva tetsz6leges feliileti gérbe mentén
pontrél-pontra haladva értelmezhetjilk barmely vektor adott gérbe menti par-
huzamos eltoldsat. Az igy kapott parhuzamos eltolds miivelete azonban &ltala-
ban — kivéve példdul az imént emlitett sik feliiletre vonatkozé példat — fiigg a
valasztott utvonaltél. Ennek illusztrdlasa érdekében, tekintsiink egy gombfelii-
letet. Jelolje A az egyenlitGi f6kort, tovdbbd jeldlje v az 5.2. dbrdnak megfeleld
hdarom egymdsra merSleges fokorivbdl allé v, Uy Uy zéart gorbét. Konnyen
lathat6, hogy amennyiben a Levi-Civita-féle eljarast kovetjiik, akkor a A zart
gorbe mentén vett parhuzamos eltolds a p pontbeli .7 (p) érintStér onmagdra
vett identikus leképezését eredményezi, mig a y = % U U 3 gorbe mentén
korbemenve minden vektor az dramutaté jarasdval ellentétesen forgdsirdnyba
90 fokkal elfordul.

Latni fogjuk, hogy a parhuzamos eltolas és a kovarians derivalas egymashoz
nagyon kozeli geometriai struktdrdk, valdjaban dltaldnos differencidlhaté so-
kasagok esetén is egyik felhasznédldsdval a masik mindig meghatarozhat6. Mi
azt a megkozelitést alkalmazzuk, amely a kovaridns derivalds miveletét tekinti
elsédlegesnek, igy az aldbbiakban el6szor ezt a fogalmat vezetjiik be.
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x‘uf(q)

]E3
Z

‘Tfp)

5.2. dbra. A baloldalon az E3 hiaromdimenziés Euklideszi térbe bedgyazott gorbiilt feliilet,
valamint a parhuzamos eltolds hatdsanak illusztracidja, mig a jobboldalon a gombfeliileten a y =
Y1 U7y U7y, hdrom egymadsra mer6leges 6 korivbdl dll6 zart gorbe mentén végzett parhuzamos
eltolds hatdsa lathato.

5.2. Kovarians derivalas

5.2.1. Definicio. Kovaridns derivdldson olyan
Va: T5 (M) = T5 (M) (5.2.2)

a C™-osztdlyd, (k,l)-tipusii tenzormez6k terébél a C"-osztdlyu, (k,l+ 1)-
tipusii tenzormezok terébe vivd leképezést értiink, amely eleget tesz az aldbbi
négy feltételnek.

(1) V, linedris, azaz tetszdleges T,S € T*(M) és a, B € R vdlasztds esetén
V(o -T %y 4B - S %y 5y) = (5.2.3)
=a-V T %, o+ B-VeST

(2) Teljesiil a Leibnitz-szabdly, azaz barmely T € 7% (M) és S € T~ (M)
vdlasztds esetén
VC(Tal makb] by SEI e i ...fl/ ) = VC‘T‘a1 makbl b Sel e fi ...fl/ (524)
+ Ta| A.Atlkbl ...bl . VCSKI e €pt fl ...fl/ .
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(3) Felcserélheté a kontrakcié miiveletével, azaz tetszbleges T € T* (M)
501
esetén

Vc Tal..;...ak ; — (VCT)al...e...ak ; . (525)
b].‘;mbl b]...e...b[

(4) Osszhangban van azzal, ahogyan a skaldr fiiggvényekre haté irdnymenti
derivdltakat® értelmeztiik, azaz barmely f € F" (M)-re és 1 € T (M)-
re

t(f) =1tV f. (5.2.6)

Az (1)-(4) feltételeknek eleget tevd V,, kovaridans derivalo operatorokrdl meg-
mutathaté — ezt hamarosan mi is megtessziik — hogy mindig 1étezik hozzajuk
olyan (1,2)-tipusd 7€, tenzormez3, melyet V. torzidtenzordnak neveziink és
amely barmely f € .7 ® (M) fiiggvényre a

VoV f=ViVaf = =T wV.f (5.2.7)

egyenletnek tesz eleget. Azt mondjuk, hogy valamely V, kovaridns derival6
operator torziomentes, ha 7¢,, = 0.

5.2.1. Megjegyzés. Sokszor a kovaridns derivdlo operdtoroktol a torziomen-
tességét, mint (5)-dik tulajdonsdgot, kiilon is meg szoktdk kovetelni, azaz felte-
szik, hogy

1Az el6z6 két tulajdonsdg felhasznaldsdval megmutathat6, hogy ezzel a feltétellel egyen-
értékd annak megkovetelése, hogy barmely {v‘(’a)} és {V;(a>} dudlis bézispdrra a névindexek
tetszSleges értékére a

VeVl v ™) = (Vevlo Va ™ +viy (Vv @) =0

egyenlGség teljesiiljon. Mivel a kovaridns derivalt és a kontrakcié miiveletének felcserélhetd-
ségét ebben az esetben is fel kell tenni, ezen ut6bbi feltételek haszndlata nem okoz semmiféle
egyszerlsitést a (5.2.5) relaciéban megfogalmazott feltételhez képest.

2Gondoljunk vissza a (5.0.1) kifejezés kapcséan alkalmazott érvelésre.
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(5) V, torziomentes, azaz bdrmely f € F ® (M)-re
VoV f = VyVaf. (5.2.8)

Az els6 természetes kérdés az, hogy létezhet-e egydltalan a fenti definicidban
kirétt altalanos feltételeknek eleget tevd kovarians derival6 operdtor.

El8szor azt mutatjuk meg, hogy lokdlisan mindig meg tudunk adni ilyen ope-
rdtort. Tekintsiink ugyanis egy tetszleges (&, ) térképet az (x!,...,x") lo-
kdlis koordindtakkal. Legyen T“~%, , legaldbb C'-osztalyd, (k,I)-tipusd
tenzormez8 M-en és jelolje T%~%pg g annak az x* koordindtdkra vonatkozé
komponenseit 3 ¢ felett. Definidljuk most a T %, tenzor d.-derivaltjat,
melyet 9. T%%,, j -vel jeloliink és tigy értelmeziink, hogy ennek a (k,/+1)-
tipusd tenzormez6nek az x* koordinatikra vonatkozé komponensei legyenek

éppen a
8T061 O
% (5.2.9)

parcialis derivaltak.

Koénnyen beldthatd, hogy a parcidlis derivaltak ismert tulajdonsdgainak ko-
szonhetden a fenti definicidban megfogalmazott négy elvards automatikusan
teljesiil. Mindezeken feliil a derivaltak sorrendjének felcserélhetdségére vo-
natkoz6, a torzidmentességét kifejezd (5.2.8) egyenlet nemcsak fiiggvényekre,
hanem az ¢ halmaz felett értelmezett tetszSleges tipusu tenzormezGkre is tel-
jesiil.

Van azonban egy igen jelentds hidnyossdga az igy definidlt d.-derivaltnak. Ez
az operator altaldban csak lokdlisan, azaz valamely &' C M részhalmaz felett
értelmezett, igy ersen fiigg az (x!,...,x") lokdlis koordinitdk megvalaszta-
satol. Azt, hogy ez milyen problémédkhoz vezethet érzékletesen mutatja be a
kovetkez6 egyszer példa.

3A tomorebb szohasznalatot elényben részesitve ezentil a tenzoridlis kifejezések valamely
dualis bazisparra vonatkozé komponenseinek megnevezése sordn tobbszor eléfordul majd, hogy
nem magdra a bazisparrra, hanem csak a kiindulasi koordindtarendszerre vagy esetleg csak az
érint6tér bazisdra hivatkozunk.
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5.2.1. Példa. Tekintsiik az (O, ) térképpel dtfedésben 1évé (O, ') térképet,
amelyen (X'',...,x™) lokdlis koordindtdk, valamint legyen v* € T (M) tet-
széleges vektormezé. Ekkor az O és 0" halmazok kizos részén a vIP(x') =

Yo v¥(x) (a’giéf) ) valamint az x* = x* (X' reldcick folytdin a

P& ov® [9x® dx'P o %P dx®
ot~ X Vo \awr |\ awe ) 7Y\ Gveaw ) a7 )

' (5.2.10)
egyenlet koti 0ssze a v* vektormezd kiilonbozd koordindtdk dltal meghatdrozott
0., illetve 9! derivdltjainak koordindta-komponenseit. Az (5.2.10) egyenletbdl
az kévetkezik, hogy d.v* csak egymdssal linedris fiiggvénykapcsolatban 1évé
koordindtdk haszndlata esetén transzformdlddik gy, mint a ,, valodi ” (1,1)-

tipusi tenzormezok.

Az imént bemutatott korldtok ellenére lokdlisan mindig értelmezhetd az (1) —
(5) feltételeknek eleget tevs kovarians derival operator. MielStt megmutat-
nank, hogy a kovaridns derivdlds mivelete globdlisan is definidlhato, el6szor —
feltéve, hogy legaldabb egy létezik — azt mérjiik fel, hogy milyen tag a lehetsé-
ges kovaridns derival6 operatorok tere.

Kiindulasképpen tegyiik most fel, hogy V, és %a két kovaridns derival6 ope-
rator és vizsgaljuk meg ezek hatdsanak eltérését a differencidlhaté fiiggvénye-
ken.

5.2.1. Lemma. Bdrmely f differencidlhato fiiggvény esetén V,f = %a I

Bizonyitds: Emlékezziink, hogy a (4)-es tulajdonsag kirovasaval éppen azt
koveteltik meg, hogy barmely f € .7 W (M)-re ést* € T (M)-re

t(f) =1'Vaf (5.2.11)

teljesiiljon. Mivel V,-1dl csak azt tettiik fel, hogy kovarians derival6 operator,
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ebbdl azonban azonnal adédik az is, hogy
1Vaf =1Vof = 1(f) (5.2.12)

tetszGleges f € & w (M)-re és t* € T (M)-re, ami t* tetszSlegessége folytdn
igazolja a lemma allitasat. O

5.2.2. Megjegyzés. Ebbdl az egyszerii lemmdbdl azonnal kovetkezik, hogy ami-
kor az (O, ) térképen az (x',... x") lokdlis koordindtdk dltal meghatdrozott
d, kovaridns derivdld operdtort tekintjiik, akkor az is igaz, hogy O-n bdrmely
e 9(])(M)—re N

Vof =Vauf=0dif. (5.2.13)

Vizsgdljuk meg ezek utdn a V, és a %a kovaridns derival6 operatorok hatdsa-
nak eltérését a differencidlhat6 kovarians vektormezokon. Legyen fés o, dif-
ferencidlhat6 fiiggvény és kovaridns vektormezd M-en. Mivel mind V,, mind
pedig %a eleget tesz a Leibnitz-szabdlynak, a kiillonbségiikre teljesiil a

(Va - Va)(fwb) = [(Va - Va) f} wp+ f |:(Va - Va) wb] = f(vu - Va)a)b
(5.2.14)
egyenldség, ahol az utolsd l1épésben a fenti lemmat alkalmaztuk. Mivel az f
fliggvény tetsz6legesen vdlaszthato, az f o, kifejezést is tetszdlegesen valtoz-
tatjuk. Legyen most p € M tetszGleges pont. Ekkor az f(p) = 1 feltételnek
eleget tevé sima fiiggvények valtogatdsaval a p pont kdrnyezetében fw, ugy
véltozik, hogy az p-ben mindvégig w,-val esik egybe. Az (5.2.14) egyenlet
értelmében a %a és a V, kovaridns derival6 operatorok hatasanak eltérése a
differencidlhat6 kovaridns vektormez&kon — a tetszlegesen megvalasztott p
pontban — fiiggetlen attdl, hogy az adott kovaridns vektormezd hogyan visel-
kedik a p pont kornyezetében. Mivel a kovaridns derival operatorok kiilon-
kiilon linedrisak a %a —V, operitor is linedris, igy a fent megfogalmazott ész-
revételeket Osszegezve azt mondhatjuk, hogy barmely p € M pontban a

(Va—Va): 7% (p) = T%(p), (5.2.15)
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linedris leképezés csak az adott @, differencidlhaté kovarians vektormezd p-
beli értékétdl fiigg. Mivel az [L(®)].» = (%a —V,) @y linedris leképezés értéke
hatdrozottan fiigg @, p-beli értékétdl, minden egyes p € M pontban 1éteznie
kell egy olyan C¢,;, € .7 '5(p) tenzornak — és igy M-en egy (1,2)-tipust C¢,, €
T (M) tenzormezdnek —, amelyre

L(®)]ap =Cap O . (5.2.16)

A C°, tenzormezd segitségével a V, és a V, kovaridns derivalé operatorok
hatdsdnak eltérése a
(Vo—Vo) wp =Cp o, (5.2.17)

vagy a sokkal tobbszor haszndlt és ezzel ekvivalens
Voo, =V, —C o0, (5.2.18)

formaban irhat¢ fel.

5.2.3. Megjegyzés. HamostaV, ésa 'V, kovaridns derivdlé operdtorok koziil
az egyik, mondjuk V, torziomentes, valamint az utolso reldciot az ‘ab’ index-
pdrban vett antiszimmetrizdldssal egyiitt az

0 =Vof=Vuf (5.2.19)
kovaridns vektormezdre alkalmazzuk, azonnal ldthato, hogy
VieVif = ViV F = Cluy Ve F = —Clup Ve f, (5.2.20)

azaz a V, kovaridns derivdlo operdtor az (5.2.7) dsszefiiggés szerint meghatd-
rozott torziojdt a
T€ap = 2C° ) (5.2.21)

reldcioval adhatjuk meg.
5.2.4. Megjegyzés. Amikor sem aV,, sem pedig a V, kovaridns derivdld ope-

rdtorok nem torziomentesek, akkor (5.2.21) bal oldaldn a két kovaridns deri-
vdlo operdtor torziotenzordnak kiilonbsége szerepel. (5.2.21)-bol az is azonnal
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kovetkezik, hogy amikor mindkét kovaridns derivdlo operdtor torziomentes,
akkor a C¢ |4y = 0 reldcio teljesiil.

Fontos annak meghatdrozdsa, hogy hogyan hat a V,— V, linedris leképezés
a kiilonféle tipusd tenzormez6kon. Ennek meghatarozasa érdekében elsd 1é-
pésben tegyiik fel, hogy 1 € T (M) és w, € T*(M) tetszGleges kontra- és
kovaridns vektormezdk M-en. Ekkor az 5.2.1 lemmat felhasznalva

(Vo= Vo) (I"w,) =0, (5.2.22)
tovabb4 a Leibnitz-szabdly és (5.2.17) alapjan

(Va=Va) (P @3) = (Ve = Vo) +1°C0 @, = [ (Va = V) "+ C et @,
(5.2.23)
amibdl w), tetszdlegessége €s (5.2.22) folytan a

Vit =V, b bt (5.2.24)

relacié kovetkezik.

Az imént bemutatott érvelés analdgidjara az is megmutathatd, hogy a V,, és %a
operdtorok hatdsdnak eltérése egy tetszSleges T %, , € T k(M) tenzor-
mez6n V, és V, operatorokat 6sszekotd (1,2)-tipusd C¢,, € 715 (M) tenzor-
mezd segitségével a

Vc Talmakbl‘.‘b, — %C Talmakbl...b (5225)

1

k z !

+ Z Caice Talmemakbl.,.bl _ Z Cecbj Tal...ak
i1 j=1

bl...e...b]

alakban adhaté meg. Igy a V, és %a operatorok hatasanak eltérését mindig
kifejezhetjitk az (5.2.17) relacidban bevezetett (1,2)-tipusi C¢,;, tenzormezd
segitségével.

5.2.5. Megjegyzés. Forditva is gondolkodhatunk. Tekintsiink egy %a kova-
ridns derivdlo operdtort a C"-osztdlyi M differencidlhato sokasdgon, és vd-
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lasszunk egy tetszdleges (1,2)-tipusi, C™-osztdlyu C¢p, tenzormezdt M-en. Ek-
kor az (5.2.25) egyenlet segitségével definidlt V., : T* (M) — T*. (M) leké-
pezés szintén kovaridns derivdlo operdtort hatdroz meg M-en. Ez az észrevétel
érzékletesen mutatja milyen kiterjedéssel bir az M differencidlhato sokasdg fe-
lett értelmezhetd kovaridns derivdlo operdtorok tere feltéve, hogy ez nem iires
(ezt az 5.4. és 9.1. fejezetekben megmutatjuk).

Legyen most (€, y) térkép M-en az (x',...,x") lokdlis koordintdkkal, vala-
mint d, a fentebb meghatarozott, & felett j61 definialt, kovaridns derivélé ope-
rator. Ekkor a V,, kovaridns derivéltat a d,-hoz kapcsol6 lokdlisan értelmezett
(1,2)-tipusd C¢,p, tenzort megkiilonboztetésiil T,,-vel jeloljiik és Christoffel-
szimbolumnak nevezziik. Ebben az esetben, az (5.2.24) egyenlet példaul az &
térkép felett a

Vat" = 0,t" + T4 t¢ (5.2.26)

alakot olti.

Nem szabad azonban megfeledkezni arr6l, hogy amikor az (&, y) térkép he-
lyett egy (0, y') térképet hasznalunk, akkor az (x!, ... x") lokdlis koordin4ta-

/1., x’") lokdlis koordindtdkkal, és hasonléan a d, derivalé operatort

kat az (x
a d) kovaridns derival6 operétorral kell helyettesiteniink. Ennek megfelelGen
I, helyett is egy mdsik I, tenzort kell alkalmaznunk & felett. Mivel a
I, és I¢y, kifejezések kiilon-kiilon csak az & és ¢’ halmazok felett értel-
mezett (1,2)-tipusd tenzormezGk, nem szabad dgy rdjuk tekinteniink, mintha
globdlisan jol definidlt tenzormezdk lennének. Ennek fényében az sem meg-
lepd — gondoljunk példdul az (5.2.10) egyenlet szirmaztatdsa sordn bemutatott
érvelésre — hogy az egymadssal dtmetszS O és O térképekhez tartozd Iy, és
I'¢, kifejezések komponensei sem a tenzormezSk esetén érvényes (3.3.17)
transzformdaciés szabdlyok szerint, hanem (5.3.32)-nak megfelelen kapcso-
16dnak egymadshoz.
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5.3. Parhuzamos eltolas az altalanos esetben

5.3.1. Definicio. Legyen V, kovaridns derivdlo operdtor, v € (M) egy tet-
sz6leges vektormezd M-en. Legyen tovdbbd A : 1(C R) — M egy girbe M-ben,
melynek valamely paraméterezéshez tartozo érintévektordt t* jeloli. Ekkor azt
mondjuk, hogy a v vektormezd pdrhuzamosan elterjesztett (V ,-ra nézve) a A
gorbe mentén, ha a

(reve vh) L =0, (5.3.27)

egyenldség teljesiil. Hasonloan definidlhatd tetszdleges tenzormezd A gorbe
mentén vett pdrhuzamosan elterjesztettsége is.

Legyen most (&, y) térkép M-en az (x',...,x") lokdlis koordindtdkkal, vala-
mint d, a koordindtdk altal meghatdrozott kovaridns derivdlé operétor. Ekkor
az (5.3.27) egyenletet d, és a I'°,;, Christoffel-szimbdlumok segitségével a

(zeae WS L tevf) =0 (5.3.28)

alakban frhatjuk fel. Ugyanez az egyenlet az (x!,... x") lokdlis koordindtak
felhaszndldsaval a
dx®(t) ovP (1)
dt  Jx®

+ TPy (1) (1) VP (1) =0, (5.3.29)

alakban irhat6 fel, ahol felhasznaltuk, hogy az (x!,...,x") lokdlis koordind-

o
tdkban a A gorbét az x* = x*(¢), mig annak érintGjét a r* = dxd—t(t) reldciok

hatarozzak meg. Ezek utan felhasznalva (5.3.29)-et és a
dx*(r) ovP (1) dvP (1)
dt  ox*  dt

Osszefiiggéseket azt kapjuk, hogy a v¢ vektormezd pontosan akkor parhuza-

(5.3.30)

mosan elterjesztett a A gorbe mentén, ha a vA komponensek a A gorbe mentén

a

dvh
%+rﬁwtev¢ -0 (5.3.31)
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elsérendii kozonséges differencidlegyenletnek tesznek eleget. Alkalmas kez-
déértékek megvalasztasa esetén az (5.3.31) egyenletnek mindig 1étezik egyér-
telm@ megolddsa, feltéve, hogy a B ept® fliggvények legaldbb C 1= osztalytak,
azaz lokélisan Lipschitz-félék.* Ezen egyértelmii megolddsokat felhasznalva
az M differencidlhaté sokasag tetszdlegesen valasztott két pontjdnak érintd-
tereibdl vett elemeket — ugyan a pontokat 6sszekotd gorbe megvalasztasatol
fliggd mdédon —, kolesonosen egyértelmii moédon megfeleltethetjilk egymas-
nak. Ezt a megfeleltetést, pontosabban az érintSterek kozotti kapesolatot szo-
kas konnexio, vagyis affindsszefiiggés néven emlegetni, és ezért néha magat a
1“4 Christoffel-szimbdlumot is igy nevezziik.

Most megmutatjuk, hogy konnexidk egy jol megvalasztott rendszerét alkal-
mazva mindig megadhat6 egy globdlis, azaz az adott differencidlhaté sokasa-
gon mindeniitt értelmezett kovaridns derivalé operdtor. Ennek beldtdsa érdeké-
ben tekintsiink most egy M differencidlhaté sokasdgot, amelyen az {(Oy, Wq) }
térképek rendszere egy C"-osztalyu atlaszt hataroz meg. Kiilon-kiilon minden
(Oa, W) térkép felett értelmezhetd a 9 kovarins derivdlé opertor, vala-
mint a most még tetszdlegesen megvalaszthato (ml“cah Christoffel-féle szim-
bélumok. Ezek egyiitt mindig meghatdroznak egy ) V. kovarians derivdlé
operdtort is minden egyes (O, Wy ) térkép felett. A célunk egy M-en minde-
niitt értelmezett kovaridns derival6 operator meghatirozasa, azaz a MV[, kova-
ridns derival6 operatorok szinkronizdciéja. Ennek elérése érdekében a (a)l"'ab
Christoffel-féle szimbdlumokra vonatkozé olyan kivalasztasi elvet alkalma-
zunk, amely a kiilonboz6 térképeken az dltaluk ott meghatdrozott <a)Va ko-
varidns derivalé operdtorok szerint értelmezett parhuzamos eltoldsi eljarasok
kompatibilitdsat koveteli meg. Azaz elvarjuk, hogy az o, B indexpdr tetszG-
leges vilasztdsa esetén az egymadssal édtfed6 Oy €s Op halmazok kozos része
felett valamely vektormez6 pontosan akkor legyen parhuzamosan elterjesztett

4Valamely f : ¢ — R fiiggvény legalabb C'~ osztalyd, azaz lokalisan Lipschitz-féle, ha
létezik olyan K > 0 szdm, amelyre tetszSleges x,y € € viélasztatds esetén teljesiil a |f(x) —

F()| <K-|x—y| egyenldtlenség, ahol |x—y| = /Y1 | (x' —yi)2.
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a (a)Va kovarians derival6é operdtorra nézve, ha az a (mVa kovarians derival6
operdtorra nézve is parhuzamosan elterjesztett, és forditva. Mivel a (R)Va ope-
ratorokat a Christoffel-féle szimbdlumok kapcsoljak (a)(?a operatorokhoz, az
imént megfogalmazott kompatibilitdsi feltétel a (a)l"cab Christoffel-féle szim-
bélumokra kirétt alabbiak szerint meghatarozott feltételekben 6lt testet.

oy

5.3.1. Allitas. Legyenek (0, y) és (0", y') egymdssal dtfedd térképek, tovibbd
(x',...,x") és (X'1,...,X") a kapcsolodo lokdlis koordindtdk. Ekkor az 0N 0"
halmazon valamely tetszblegesen kivdlasztott gorbe mentén bdrmely vektor-
mezd pontosan akkor pdarhuzamosan elterjesztett az V, és az V', kovaridns de-
rivdlé operdtorokra nézve, ha a hozzdjuk tartozo Christoffel-féle szimbolumok
koordindta komponenseire a

ox¥ oxX’* 9x"Y N %P IxY
RV oxs dx* 9xB ' 9x9xB Jx'P

[7yp=1"° (5.3.32)

reldciok teljesiilnek.

Bizonyitds: Legyenek a A gorbe és a v vektormezd tetszSlegesek. Ekkor A

mentén a 1V, v? = 0 egyenlet az (x'!,...,¥") lokdlis koordindtakban a
ax"v ax'H ax"v
TR YA vV e _ .o B v o B
t a#v +I ety t aa(v axﬁ)—H" uc (r 8x“><v 8xﬁ>

A%

ox 9% ox'H* ox’V
_(say B a B v i
= (0aP) g %y {axaaxﬁ 0 g axﬁ} (5333)

alakban irhat¢ fel, ahol az els6 egyenl6ség utdni kifejezések szarmaztatdsa so-
mo_ taM XM xP
0 ox%» dx% JIx'H

rén egyediil a ¢ valamint a t'* 9, = 1“ dp = t%dy Osszefiig-

géseket hasznaltuk fel.

Ezek utan az (5.3.33) egyenletet a 5% martixxal megszorozva azt kapjuk, hogy
a

oxY
ax/v

[ VY + Tyt V%] =1%96vP +T751% VP (5.3.34)
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egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha a I'7 5 €s IV 4 Christoffel-féle szimbo-
lumok az (5.3.32) reléci6 szerint kapcsolddnak egymashoz. O

Megmutathatd, hogy az (5.3.32) egyenlet azt is biztositja, hogy az & N &’
halmazon tetszSlegesen kivélasztott gérbe mentén egy tetszSleges (k,1)-tipusu
tenzormezd pontosan akkor parhuzamosan elterjesztett az ) V, kovaridns de-

! z
rivéltra nézve, ha az az ) V, kovarians derivéltra nézve is az. Igy a paronként
atfedd térképeken az (5.3.32) egyenlet teljesiilése sziikséges és elegendd felté-

tele annak, hogy globdlisan is 1étezzen kovaridns derivalé operator.
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5.4. A metrikaval kompatibilis kovarians derivalt

A kovarians derivalé operatorok terében van egy, amely az ltalanos relati-
vitaselmélet szempontjabdl kdzponti szerepet jatszé metrikus struktdra altal
egyértelmiien meghatarozott. Ezt a V,, kovarians derival6 operatort a

Vaghe =0 (5.4.35)

feltétel vdlasztja ki. Az alabbi egyszerli lemma értelmében (5.4.35) azzal a
geometriai kdvetelménnyel egyenértékd, hogy tetszélegesen kivélasztott gor-
bék mentén az ott parhuzamosan elterjesztett vektormezdk belsd szorzata le-
gyen allandé.

5.4.1. Lemma. Legyen t® a A : I(C R) — M gorbe érintévektora. Legyen V,
olyan kovaridns derivdlo operdtor, amelyre (5.4.35) teljesiil. Legyenek to-
vdbbd v* és w* a A gorbe mentén pdrhuzamosan elterjesztett vektormezdk.
Ekkor a v és w* vektormezdk belsé szorzata dllandé a A gorbe mentén.

Bizonyitds: Mivel v és w? a A gorbe mentén parhuzamosan elterjesztett vek-
tormezSk, a 1V, v’|; = 0 és t°V,w”|;, = 0 egyenletek teljesiilnek. Ekkor a
Leibnitz-szabdly alapjin a

1V (8ervw) =1 (Vages) vew/ (5.4.36)

egyenldség is teljesiil, igy (5.4.35) alapjan addédik a lemma allitasa. O

Most megmutatjuk, hogy az (5.4.35) feltételben szerepld V, kovaridns derival6
operator egyértelmien meghatdrozott feltéve, hogy V,, torziomentes.

5.4.1. Allitas. Legyen g, metrika M-en. Ekkor g, egyértelmiien meghatdroz
egy olyan torziomentes V, kovaridns derivdlo operdtort, amely eleget tesz az
(5.4.35) feltételnek.
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Bizonyitds: Legyen (O, y) az {(Oy, Wy)} C'-osztélyld atlasz egy tetszGleges
térképe, tovédbba d, és I'“,, a rajta értelmezett kovaridns derival6 operétor és a
kapcsolédd Christoffel-féle szimbolumok. Ekkor (5.2.25) és (5.4.35) alapjan

0= chah = acgab - Fecageb - Fecbgae (5437)

2z

teljesiil, melybdl index lehuizéssal és egyszeri atrendezéssel a
Cpca+Lach = 9e8ab (5.4.38)
relaciét kapjuk. (5.4.38)-bdl az ‘ac’, illetve a ‘bc’ indexek felcserélésével nyert
Coae +Leab = 0ugep (5.4.39)

illetve
Fcba + 1—‘abc = abgac (5440)

egyenleteknek is teljesiilniiik kell. Ekkor az (5.4.40) és (5.4.39) egyenletek
0sszegébdl az (5.4.38) egyenletet kivonva, tovdbbd a V,, valamint d, opera-
torok torziémentességét kifejezd l"“[ab] = 0 relaciobdl kovetkezd I'ype = Lyep
egyenlGség tobbszori alkalmazasa révén azt kapjuk, hogy

20y = aagch + ahgac - acgab , 5.4.41)

azaz
T = 18 {0ugeb + Op8ae — Oe8ub } - (5.4.42)

A fenti eljardsbol kovetkezik, hogy a d, kovaridns derivélt és az (5.4.42) egyen-
let altal meghatarozott V, kovaridns derivalé operdtor egyrészt torziomentes,
mdsrészt az (O, y) térkép felett eleget tesz az (5.4.35) feltételnek. Végiil
(O, y) tetszblegessége folytdn az is azonnal adédik, hogy (5.4.35) M-en min-
deniitt teljesiil, ha a I, Christoffel-féle szimbSlumokat térképenként, a gu
metrika és a (a)(?a kovaridns derivalé operatorok felhasznéldsdval, az (5.4.42)
egyenletnek megfelelen hatarozzuk meg. O

5.4.1. Feladat. Legyenek (x',....x") és (xX'1,... &) lokdlis koordindtdk az
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egymdssal difedésben lévs (O, y) és (O, y') térképeken. Mutassuk meg, hogy
az (O, ) felett értelmezett Christoffel-féle szimbolumok

I70p = 38" [0ugep + Ip8ue — Oeap] (5.4.43)

komponensei az (5.3.32) egyenletnek megfeleléen transzformdlodnak az O N
O’ halmaz felett.

5.4.1. Megjegyzés. Az 5.2.5 megjegyzés, valamint az imént bizonyitott dllitds
kovetkeztében, amikor megadhato metrika valamely M differencidlhato soka-
sdgon, azaz gup-hez egyértelmiien taldlhaté egy globdlisan értelmezett és a
metrikdval kompatibilis torziomentes V, kovaridns derivdlo operdtor, akkor a
V-bol az (5.2.25) egyenlet és a szabadon vdlaszthaté (1,2)-tipusii Cyp ten-
zormezd segitségével végtelen sok — nem sziikségképpen torziomentes — kova-
ridns derivdlé operdtort értelmezhetiink M-en. Igy a kovaridns derivdlé ope-
rdtorok globdlis létezésének kérdését a metrika létezésének problémdjdra ve-
zettiik vissza. Amint a 9.1. alfejezetben megmutatjuk, amikor az alapsokasdg
parakompakt, globdlisan is megadhato rajta metrika, és —az imént idézett meg-
gondoldsok értelmében — ekkor végtelen sok globdlisan értelmezett kovaridns
derivdlo operdtor létezik M-en.






6. fejezet

A gorbiileti tenzor

A feliiletelméleti anal6gidk bemutatdsa sordn (1asd a 5.2 dbrat) mar emlitettiik,
hogy valamely feliilet gorbiiltsége és a rajta végzett parhuzamos eltolas gor-
befiliggdsége kozott szoros kapesolat van. Az eldz$ részben éppen azt mutat-
tuk meg, hogy a parhuzamos eltolds fogalmanak alkalmas altalanositdsa révén
tudunk globdlis értelemben is jol definidlt kovaridns derivdlé operdtor(oka)t
megadni. Most a parhuzamos eltolds gorbefiiggdségének mennyiségi jellem-

z€sére bevezetjilk a gorbiileti, vagy Riemann-tenzor fogalmat.

6.1. A gorbiileti tenzor definicidja

Legyen V, torzidmentes kovaridns derivald operdtor, valamint f és @, leg-

alabb kétszer differencialhaté fiiggvény €s kovarians vektormezd M-en. Ekkor
a V.V, (fa,) kifejezést a Leibnitz-szabély felhaszndldsaval a

VaVi (fwc) = Va[(vbf) a)c+f(vba)c)] (6.1.1)

= (Vavbf) o + (be) (Vaa)C) + (Vaf) (waC) + f(vavwa)

alakban irhatjuk fel. Kihaszndlva ekkor V, torziomentességét, valamint a leg-
utébb kapott (6.1.1) egyenlet jobb oldaldn allé mésodik és harmadik kifeje-

87
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zésének ab indexekben vett szimmetridjat, az egyenlet ab indexparban vett
antiszimmetrikus részének kétszeresét véve a

(VoV—=VpVo) (fo.) = f(ViVy—V,V,) 0, (6.1.2)

egyenlOséget kapjuk.

A (5.2.14) egyenlet levezetését kovetd gondolatmenetet alkalmazva most is
ugy érvelhetiink, hogy a (V,V, —V,V,) o, kifejezés értéke barmely p € M
pontban csak az w, (legalabb kétszer) differencidlhaté kovarians vektormezd

P

p pontbeli értékétdl fiigg. Igy a
VoV — ViV : 7% (p) = 7%(p) (6.1.3)
linedris leképezés hatdsat a

¢ [T5(p) @ T(p)] +— T (p) (6.1.4)

megfeleltetés folytan — ahol a .7 (p) faktor az @, kovaridns vektormez8 p
pontbeli értékétdl valo fiiggés megjelenitésére szolgal — Iéteznie kell egy olyan
(1,3)-tipust R, tenzornak .7 '3(p)-ben, és a p pont tetszSlegessége folytin
egy olyan (1,3)-tipust R, tenzormezdének M-en, amelyre a

(VaVy—VyVa) 0 = Rupe 0y (6.1.5)

egyenlGség teljesiil.

6.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy amikor a V , kovaridns derivdld operdtor
nem eltiind T, torzioval rendelkezik, akkor egy, a fentiekhez teljesen analog
érvelés révén egyrészt a

(2VVi +Tw) (for) = f(2V Vi + T w) @0, (6.1.6)
reldcié igaz, mdsrészt létezik olyan (1,3)-tipusii R tenzormezd, amelyre a

(VaVy—VuVa) 0 = Ry 04 — T¢ 3V, . (6.1.7)

egyenldség teljesiil.
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Térjiink most vissza a torziémentes V, kovaridns derival6 operatorhoz. Ekkor
a (6.1.5) egyenlet felhaszndlasaval meghatdrozhatjuk a V,V;, —V,V, opera-
tor hatdsat vektormezdkon, illetve tetszSleges tipusi tenzormezSkon. Igy pél-
daul amikor ¢ és m, legaldbb kétszer differencidlhatd, de kiilonben tetszdle-
ges kontravaridns és kovaridns vektormez6k M-en, akkor V , torzié mentessége
folytan

0=(V,Vy—V,V,) (0.) (6.1.8)
= Vo [0 (V1) +1 (Vi 0)] = Vi [0 (Vat) + 1 (Vo 0]
= (Voo V51 + @ (Vo V1) + +1°(VaVi @.)]
- 0 (VpVat) + (Vor HVw: ) +1°(VpVa )]
= (Vo Vp—=VpV )t +1(V,Vp,—V,V,) o,
= 0c (VaVi— Vi Va) 1 +1Rapc 04

adaodik, amibdl @, tetszdlegessége kovetkeztében a
(VoVp—VpV )1t = —Rup“t° (6.1.9)

relaciot kapjuk.

Egy indukciés eljaras révén az is megmutathatd, hogy barmely legaldbb két-
szer differencidlhato, de kiilonben tetszSleges T4 %y, , € T k(M) tenzor-
mez4§ esetén

k £
(VaVp = VpVo) TV %y 4= — ZRabeCi T %y a+ (6.1.10)
i

=

!
+ Z Rapa T %
= ' di.e.dy
Mindezek fényében azt mondhatjuk, hogy a kovaridns derivalt kommutdtora-
nak hatédsa tetszGleges (k,[)-tipust tenzormezs esetében mindig kifejezhets a

tenzormezd, valamint a gorbiileti tenzor kontrakcidibdl el6allé kifejezések se-
gitségével.
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6.2. A gorbiilet tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben gorbiileti tenzor legfontosabb tulajdonsédgait tekintjiik
at.

6.2.1. Allitas. Legyen V, torziomentes kovaridns derivdlé operdtor Rup.? pe-
dig a V 4-hoz tartozo gorbiileti tenzormezd M-en. Ekkor

(]) Rabcd = _Rbacd ,
(2) R[abc]d =0,
(3) Rupea = —Rupac feltéve, hogy V, eleget tesz a (5.4.35) feltételnek,

(4) teljesiil a VR4 = 0 Bianchi-azonossdg.

Bizonyitds: (1) azonnal adédik a gorbiileti tenzor definiciGja alapjan.! (2)
belatdsa elStt az aldbbi — a kiilsé derivdlas miveletének definidldsa sordn is
fontos szerepet jatsz6 — lemmaét bizonyitjuk.

6.2.1. Lemma. Legyen V, torziomentes kovaridns derivdlo operdtor, valamint
@, legaldbb kétszer differencidlhato, de kiilonben tetszbleges kovaridns vektor-
mezd M-en. Ekkor

Vi.Vp 0y =0. (6.2.11)

A lemma bizonyitdsa: TetszSleges (O, y) térkép felett V;, 0. = dp @, —Tp @,
alakban frhato6 fel, ahol V,, torzidmentessége folytan a Christoffel-szimbdlumok
a kovaridns indexekben szimmetrikusak, azaz I, = 0. gy V.V, 0.-re a
V.Vy0.=V, [8b o, — I (De] =4, [ab . — I, (J)g] + (6.2.12)
+ Ffab [8f o, — Fefc a)e] + l"fac [8[, r — Febf (De] .

1A (6.1.7) egyenletnek megfelelGen a gorbiileti tenzor elsé két kovaridns indexében akkor is
antiszimmetrikus, ha a kovaridns derival6 operdtor torzidval rendelkezik.
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Az igy kapott egyenletet az abc indexekben antiszimmetrizalva azt kapjuk,
hogy az (O, y) térkép felett a V|, V), & kifejezés valéban zérus értéket vesz
fel, hiszen az a és b indexd d, és dj, operdtorok sorrendje tetszGleges tipusd
tenzormezOkon felcserélhetd. Ezen tilmenden a V|V, @ kifejezés a két alsé
indexében antiszimmetrizaldson atesett Christoffel-szimbolumok, illetve azok
elsérendii d, derivéltjainak kontrakci6ibdl felépiil tagok dsszegeként adhatd
meg. O

Ezek utdn a gorbiileti tenzor definicidjat, a

0= 2V[aVb O)c] = V[aVb O)c] — V[hVa O)c] = R[a,,c]da)d (6.2.13)

relacidt, valamint @, tetsz6legességét felhaszndlva (2) azonnal adédik.

(3) belatasa érdekében alkalmazzuk a (6.1.10) egyenletet a g,, metrikara
(Vavb - vau) 8cd = Rabce 8ed + Raba’e 8ce = Rabea + Rabdce ’ (6214)

amibdl — annak felhaszndlasaval, hogy V, eleget tesz a (5.4.35) feltételnek —
kovetezik a R, pecqg = —Rypac relacio.

Végiil a (4)-ben megfogalmazott Bianchi-azonossdg igazoldsa érdekében al-
kalmazzuk most a V,V, — V,V, operdtort a V., kifejezésre, ahol w, leg-
alabb haromszor differencialhatd, de kiilonben tetszSleges kovaridns vektor-
mez$ M-en. Ekkor a (6.1.10) egyenlet alapjan egyrészt

(Vuvb - vau) Veay = Rahce Veay +Rubde V.., (6.2.15)
masrészt a
Va [(vac - chb) wa’] = Va [Rbcde we} = wevaRbcde +Rbca’e Va @, (6216)

Osszefliggéseket kapjuk. A (6.2.15) és (6.2.16) egyenleteket kiilon-kiilon az
abc indexekben antiszimmetrizdlva a kapott egyenletek baloldalai megegyez-
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nek, igy a jobb oldalon 4all6 kifejezések is egyenldek, azaz

+ WT&)}’ = 0.V Rpqaf + %ﬁ;}"&i{ . (6.2.17)

Az ut6bbi egyenletet, valamint a (2) tulajdonsdgot és azt felhasznélva, hogy a
masodik tagok megegyeznek — hiszen azok az abc indexeknek csak egy péros
permutdcidjaban kiilonboznek — ), tetszdlegessége folytdn kapjuk a (4)-dik
tulajdonsdgban megfogalmazott 4llit4st. O

6.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok miatt az

Rapea = Redab (6.2.18)

egyenldség is teljesiil, azaz a gorbiileti tenzor indexpdrokban vett szimmet-
ridval is rendelkezik, feltéve, hogy V, valamely g,, metrikdval kompatibilis
torziomentes kovaridns derivdlo operdtor.

6.3. A Ricci-tenzor és a skalargorbiilet

Legyen Rt a gqp» metrikdval kompatibilis V, torzidémentes kovaridns deri-
valé operatorhoz tartozé Riemann-tenzor. Ekkor az (1) és (3) tulajdonsdgok
alapjén az Raacd és az R,p.° kontrakcidk azonosan nulla értéket vesznek fel.
Ezzel szemben az R,,? és az R,p.? kontrakcidk nem feltétleniil tiinnek el.

6.3.1. Definicié. A Riemann-tenzorbdl az
R, = Ruop® (6.3.19)

kontrakcioval képzett (0,2)-tipusi tenzormezdt Ricci-tenzornak nevezziik.

A definici6 €s a gorbiileti tenzor tulajdonsagai alapjan azonnal adddik, hogy

Ry, = Raehe = Reaeb = Rehea = Rpq 3 (6320)
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ahol a masodik egyenldség az elsd és masodik indexparban kiilon-kiilon vett
antiszimmetria, mig a harmadik egyenl&ség (6.2.18) Osszefiiggés alapjan tel-
jesiil. Az imént felirt egyenletnek megfelel6en a Ricci-tenzor szimmetrikus,
azaz Rap = R(yp).

6.3.2. Definicio. A Ricci-tenzorbdl a
R= Rahgab = Raa (6.3.21)

kontrakcioval képzett skaldrt Riemann- vagy gorbiileti skaldrnak nevezziik.

A gqp metrika, az R, Ricci-tenzor €s az R gorbiileti skaldr felhasznaldsaval kii-
Ionvalaszthatjuk a gorbiileti tenzor azon — Weyl-tenzormak nevezett és W -
vel jelolt — részét, amelynek tetszdleges indexparjaban vett kontrakcidja azo-
nosan nulla. Belathat6, hogy barmely n > 3-dimenzids sokasag esetén

2 2
Rapca = Wabea + m (ga[cRd]b — 8bc Rd]a) - nga[c 8db -
(6.3.22)

6.3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (6.3.22) egyenlet dltal értelmezett Wypcq
Weyl-tenzorra is teljestilnek az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok, tovabbd Wpeq
bdrmely indexpdrjaban vett kontrakcioja azonosan nulla.

6.4. A gorbiileti tenzor algebrailag fiiggetlen elemei

A gup metrikaval kompatibilis R,,.s Riemann-tenzornak, mint barmely négy-
indexes tenzornak, egy n-dimenzids sokasag esetén n* komponense van. Fen-
tebb lattuk, hogy R.p.q eleget tesz az (1), (2) és (3) algebrai feltételeknek,
melyek — amint azt rogton megmutatjuk — Iényegesen lecsokkentik az egymas-
t6l algebrailag fiiggetlen komponensek szamét. Példaul n = 4 estén n* = 256,
ugyanakkor ezek koziil csak husz algebrailag fiiggetlen.
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Rupeq algebrailag fiiggetlen komponensei szamanak meghatdrozasa érdekében
idézziik fel, hogy az {ab}, valamint a {cd} Osszetett indexpérok lehetséges
értéke, az (1) és (3) tulajdonsdgok dltal jelzett antiszimmetria folytan, kiilon-
kiilon N = @ A (6.2.18) dsszefiiggés alapjan az {ab} és {cd} Osszetett
indexpdrokban vett szimmetria figyelembevételével a fiiggetlen komponensek

szama w lenne. Eddig azonban még nem hasznaltuk a (2) tulajdonsagot.

6.4.1. Feladat. Definidljuk az Agpeq (0,4)-tipusii tenzormezdt az
Aabed = Rapea + Reava + Rpcaa (6.4.23)

osszefiiggés segitségével. Az (1), (2) és (3) tulajdonsdgok felhaszndldsdval
mutassuk meg, hogy Aapca teljesen antiszimmetrikus, azaz Aaped = Afaped)-

Az imént megfogalmazott feladat dllitdsa értelmében az

Aabed = Alabed) = Allabeld) = Riava) + Rijcabld] + Rjpeai) =0 (6:4.24)

2.z

relacié csak abban az esetben ad a 0 = 0 azonossagtdl eltérd algebrai meg-

~ 2

szoritast, ha Agp.s mind a négy indexe kiilonbozé értéket vesz fel, ami egy
n < 4 dimenzids sokasdg esetén soha, mig — egyszeri kombinatorikai meg-
n!

gondoldsok alapjdn — egy n > 4 dimenziGs sokasdg esetén () = o =

sn(n—1)(n—2)(n—3) féleképpen valdsulhat meg.

6.4.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy Rupcq algebrailag fiiggetlen komponense-
inek szama

N(N+1 n n*(n>—1
( . D _ (3= wr—1) & ). (6.4.25)
Specidlisan, barmely kétdimenzids sokasag (n = 2) esetén "2%2271) =1,igya

kétdimenzi6s PR e gorbiileti tenzor algebrailag fiiggetlen komponenseinek
szama egy, ami 0sszhangban van Gauss ,,Theorema Egregium”-aval, hiszen
ekkor

@ Rabea = R8alc 8ap - (6.4.26)
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20,2
Analég médon barmely hdromdimenziés sokasdg (n = 3) esetén ~ (’;2_1) =6,

ami annak felel meg, hogy a haromdimenzids C)Rupea gorbiileti tenzor algeb-

railag fiiggetlen komponenseit teljes egészében a Ricci-tenzor algebrailag fiig-
getlen komponensei hatdrozzdk meg az

O Rupea =2 (8ale Rap — 8bje Raja) — R alc 8l » (6.4.27)

Osszefliggésnek megfelelGen.

6.5. A kontrahalt Bianchi-azonossagok

A Bianchi-azonossag kétszer kontrahdlt alakja nagyon fontos kovetkezmé-
nyekkel bir a geometrizalt graviticielméletekben. Amint azt hamarosan meg-
mutatjuk, (és [37] is jol illusztrélja), a kétszer kontrahalt Bianchi-azonossag az
Einstein-féle dltalanos relativitiselméletben egyike a koézponti szerepet jatszo
integralhatésédgi feltételeknek.

ElSszor a (4) tulajdonsdgban megfogalmazott V Ry, 4 = 0 Bianchi-azonossag

egy egyszerl atfogalmazdsat adjuk meg. A Bianchi-azonossidgban szerepld
abc indexekben vett antiszimmetrizalds €s a (3.6.2) definici alapjdn a

ViRpd® = ¢ [VaRoed® + VeRaba® + VoRead® — VoRaca® — VeRpad® — VaRepd"]
(6.5.28)

egyenlet teljesiil. Mivel az R, gorbiileti tenzor antiszimmetrikus az elsé két

indexében, (14.5.52) alapjdn azonnal 14thatd, hogy a (4) tulajdonsag a

VaRbcde + VcRabde + VbRcade =0 (6.5.29)

egyenlettel egyenértékd. Az a és e indexekben vett kontrakci6 révén (6.5.29)-
bdl azonnal a
VaRoca" = VeRpa + ViRea =0 (6.5.30)

egyszer kontrahdlt Bianchi-azonossdg adédik. A kétszer kontrahdlt Bianchi-
azonossagot (6.5.30)-bl a d index g* metrikdval valé felhtizdsa, majd az b és
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e indexekben vett kontrakcid révén a
V.R*—~V.R+V,R* =0 (6.5.31)

formdban irhatjuk fel. Ennek egy rovidebb és jobban ismert alakja a

1
Gup =Rap — EgabR (6.5.32)
Einstein-tenzor segitségével a
ViGa =0 (6.5.33)

egyenlet altal adhat6 meg.

6.5.1. Megjegyzés. Minden olyan geometrizdlt gravitdcidelméletben, ahol az
Einstein-tenzort valamilyen az anyagmezdket, esetleg a gorbiilet magasabb
rendii derivdltjait tartalmazo kifejezéssel tehetjiik egyenlévé — ez fordul elé
példdul a Einstein-féle dltaldnos relativitdaselméletben is, hiszen ott a téregyen-
leteket G, = KTy, alakban irhatjuk fel, ahol x egy dllando, mig T, energiaim-
pulzus-tenzor a téridd anyagtartalmdt hivatott megjeleniteni — a kétszer kont-
rahdlt Bianchi-azonossdg az adott elmélet egyik kozponti szerepet jdtszo integ-
rdlhatosdgi feltétele, hiszen példdul az Einstein-egyenletek csak akkor oldha-
tok meg, ha az energiaimpulzus-tenzor is eleget tesz a VT, = 0 feltételnek.

6.5.2. Megjegyzés. Ahogy azt a 13. fejezetben megmutatjuk, a kétszer kontra-
hdlt Bianchi-azonossdg a geometrizdlt gravitdcioelméletek diffeomorfizmusin-
variancidjabol is természetes modon szdrmaztathato.

6.6. A gorbiilet kiszamitasanak fobb moédszerei

Kiilonféle fizikai problémdk megolddsa sordn sziikségiink lesz a metrikdval
kompatibilis torziémentes kovaridns derivalé operétorhoz tartozé R gorbii-
leti tenzor komponenseinek konkrét meghatdrozasara. Ebben az alfejezetben a
két leggyakrabban hasznélt médszert ismertetjiik.
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A gorbiilet meghatarozasa koordinata komponensek felhasznalasaval

Legyen az (O, y) térkép tetszSleges, melyen (x',...,x") lokdlis koordinatak.
Ahogy ezt korabban mar megmutattuk, az ¢ halmaz felett barmely V, kova-
rians derivdlé operatornak a differencialhaté @, kovarians vektormezén vett
hatdsat a d, derivalé operdtor és I“,;, Christoffel-féle szimbdlumok segitségé-
vel a

Vb o, = 8b . — Febc , (6.6.34)

alakban adhatjuk meg. Felidézve most a (6.2.12) egyenletet
Vavb @, = Va [8b @ — Febc we] = aa [8b @, — l—‘ebc a)e] -
— Ffab [af . — Fefc O)g] — Ffac [8;, Or — Febf (x)e] .

az ab indexekben antiszimmetrizdlva — az (€, y) térkép felett — azt kapjuk,
hogy
2V[aVb] e = 8[a (De +W 2 —
—ar/ 0] O +2Ff[a‘c‘ Feb]f w, =

= [-20,, T e + 2T (4 T3] @e = Rape” @ (6.6.35)
ahol % a legutolsé 1épésben a gorbiileti tenzor definiciéja mellett az antiszim-
metrizalds sordn azt haszndltuk ki, hogy d, és dj, operatorok sorrendje tetszs-
leges tipust tenzormezSkon felcserélhetd, valamint azt, hogy a V, kovaridns

derival6 operator torziémentessége folytan I'/ ab) = 0. Az utolsé egyenldség-
bdl az @, kovaridns vektormezd tetszolegessége folytan a

Rabce = ahl—‘eac - aal—‘ebc =+ 1—‘facl—‘ebf - 1—‘fbcl—‘eaf (6.6.36)

relacio adodik.

2 Az iménti egyenletben és a soron kovetkezGkben minden olyan kifejezést, ami vagy 6nma-
gdban, vagy mads kifejezésekkel egyiitt zérus értéket ad, athizdssal és sziirke szin alkalmazasaval
jeloliink.
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Specidlisan, amikor V, a metrikdval kompatibilis torziémentes kovaridns de-
rival6 opertor, akkor az (&, y) térképen elszor a metrika (x!, ..., x") lokdlis
koordinétdk szerinti d,g,, parcidlis derivéltjait, azok és az inverz metrika fel-
hasznéldsaval a {

[ = 5 g {aageb + Ip&ac — aegab} (6.6.37)

Christoffel-féle szimbdlumokat hatdrozzuk meg. Végiil ezeket és a parcia-
lis derivaltjaikat felhaszndlva a (6.6.36) egyenletben megfogalmazott eljarast
kovetve meghatdrozhat6 a metrikdval kompatibilis torzidmentes kovaridns de-
rivalé operdtorhoz tartozé R, gorbiileti tenzor is.

A gorbiilet meghatarozasa bazismezdk segitségével

Ez a mddszer is mindig alkalmazhaté barmely metrikus struktdrdval rendel-
kezd sokasdg esetében. Legyen {e?u>}, ahol az a névindex az 1,...,n értékeket
veszi fel, egy olyan bézismez6 M-en, vagy annak csak valamely M’ részhal-
mazdan, amelyre a

Cab = Zab (g (s (6.6.38)

belsé szorzatok egy nem-szinguldris konstans matrixot hatdroznak meg. Az,
hogy az adott C,, matrix valdjaban milyen elemeket tartalmaz, az még egy
rogzitett szignatdra esetén is a valasztott bazistdl, az pedig leginkdbb a meg-
oldani kivant probléma jellegétdl fiigg. Példaul a szokdsos négydimenzds tér-
id6ben értelmezett Lorentz-szignatiraju metrikdk esetében hasznalhatunk or-
tonormadlt, pszeudo-ortonormadlt, vagy a Newmann-Penrose formalizmusban
hasznalt komplex fényszerti bazisokat, melyekhez tartoz6 Cy, matrixok aktua-

lis alakja kiilon-kiilon a

1 00 O 1 0 0 O 01 0 O
010 O 01 0 O 1o 0 0
) ; vagy
001 O 00 0 -1 00 0 -1
00 0 -1 00 -1 0 00 -1 O
(6.6.39)

formédban adhaté meg.
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A (6.6.38) egyenlet felhasznalasaval belathatd, hogy az {e‘(la)} bazismezd, va-
lamint a Cgp, matrix C®°-vel jelolt inverzének segitségével a metrikét a

n
8ab =Y, C®e(aya(v)p (6.6.40)
a,b=1
alakban adhatjuk meg. Ezen relacid helyességét a legegyszertibben ugy ellen-
orizhetjiik, hogy mindkét oldalt tenzoridlisan szorozzuk a e()“ vektormezdvel,
majd kontrakciét hajtunk végre az ‘bc’ térid6-indexekben.

A célunk a metrikdval kompatibilis V, kovarians derivalé operatorhoz tartozo
gorbiilet meghatarozasa. Miel6tt ezt megtennénk, érdemes felidézni, hogy V-
nak az alabbi hdarom feltételt kell kielégitenie.

1° V, a metrikaval kompatibilis, azaz Vg, =0,

2° AV, operétor torziomentes, azaz barmely legalabb kétszer differencial-
haté f e % figgvényre (V,V, —V,V,) f= 0 teljesiil,

3° Tovabba barmely legalabb kétszer differencialhaté w, formamezdére a
gorbiileti tenzort meghatdrozé szokésos (V,V, — VpV,) @0, = Ryp’ @,
relacié teljestl.

A gorbiilet meghatdrozdsa sordn célszer( az

Oumn = €(m)’ Vae(n) s (6.6.41)

n? szamu dudlis vektormez6t alkalmazni, melyeket konnexid formdknak is szo-

kds nevezni. Az @,y konnexié formak {e?a)} bézisra vonatkozé komponen-
seit, azaz a
Oamn = €(a) ()’ Vae(n) s (6.6.42)

kifejezéseket, Ricci-féle forgdsi egyiitthatoknak nevezziik.
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A C,4p matrix elemeinek helytdl vald fiiggetlenségét kihasznalva, valamint a
Leibnitz-szabélyt alkalmazva, azonnal adédik, hogy

0=Va (em] ) = (Vaem) ey +em?’ (Vaews) - (6643)

A fent megfogalmazott 1° tulajdonsag felhasznaldsaval a jobb oldal elsd tag-

.z

jéra

(Vaew) ems = (Vaemng" ) ews = (Vaempn) e (6.644)

adodik, amely a konnexié formdkat definidlé (6.6.41), valamint a (6.6.43)
egyenlettel egyiitt az
Ogmn + Ognm = 0 (6645)

osszefiiggést adja. Igy azt mondhatjuk, hogy az 1° tulajdonsag éppen a konne-
xi6 formdknak a névindexiikben vett antiszimmetridjaval egyenérték.

A 2° tulajdonsdg természetes adapticidja a kovetkezd moédon igazolhaté: A
(6.6.41) egyenleteta y,,_; C e(,)4 kombindcidval tenzoridlisan szorozva, majd
azt ‘kontrahdlva’ az m,o0 névindexparban, végiil a kapott kifejezést antiszim-
metrizdlva az ‘ad’ térid6-indexparban a

Z C™ €[4 Oy (6.6.46)
mp=1
egyenletekhez jutunk. Az utébbi reldcié barmely (&, y) térkép felett — V,, tor-
ziémentessége, valamint a Christoffel-féle szimbdlumok szimmetridja folytan
—a
8[ €(n)d Z cm €(p)[d o, ajmn (6.6.47)
m,p=1
egyenletté egyszerlisodik, melynek értelmében a bazisvektorok koordinatik
szerinti parcidlis derivaltjai kozott kapcsolatot teremthetiink a bazisvektorok,
a konnexi6é formak és a C*® matrix felhasznaldsdval.
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Végiil a gorbiileti tenzor {e’(lu)} bazismezdre vonatkoz6 komponenseinek meg-
hatarozasa érdekében induljunk ki a 3° tulajdonsagbdl, azaz tekintsiik a

Rabeo = e(a) e(0)” €(0)° [Rahcd e(a)d} =ewew e [(VaVo— VsVa)e()c]
(6.6.48)
Osszefliggést. Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon 1évS zardjeles kifejezés elsd
tagjat a Leibnitz-szabdly segitségével a

e(c)cvavb €(d)c = A [E(C)CVb 6(3)0] — [VaE(t)c] [Vb E(D)C} (6649)

formdban irhatjuk fel, tovdbba vegyiik észre, hogy az utébbi egyenlet jobb
oldalanak masodik tagjdra a (6.6.40) egyenlet felhasznaldsaval kapott

n
&"=Y C™empen” (6.6.50)
mp=1

azonossag figyelembevételével, a
n
[Vae(cﬂ 56}! [V}, e(b)h] = Z Cm"[(Vae(c)C] E(m)c) (€<p)h[vh e(a)h}) (6.6.51)
m,p=1

egyenldség adodik. Mindezek alapjan, valamint a konnexié formdk definicio-
janak figyelembevételével (6.6.49) az

e(c)c Vavbe(a)c =V, 00 — Z c™ Wape Dpmo (6.6.52)
mp=1

alakot o6lti. Felhasznalva most a (6.6.48) és (6.6.52) egyenleteket a gorbiileti
tenzornak az {e‘(’u)} bazismezdre vonatkozé komponenseire az

n

Z cm { Wapc Opmd — Wppe (Damo}

Raper = e(u)ae(b)b <Va Wpep — Vi Wy —
m,p=1
(6.6.53)

Osszefliggést kapjuk.
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6.6.1. Feladat. Az (6.6.42) dsszefiiggésnek megfelelden értelmezett Ricci-féle
forgdsi egyiitthatok felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy a gorbiileti tenzor
{e’(la)} bdzismezdre vonatkozd komponenseire

Raper = e(a)a Vi pep — e(b)b Vi 0acd (6.6.54)

n
- )y c™ [a)apc Dpmd — Dppc Oamd + Dapp Orncd — a)bpawmcb}
m,p=1

teljesiil.



7. fejezet

Még egyszer a vektormezokrol

7.0.1. Definicié. Legyen M tetszdleges n-dimenzids differencidlhaté sokasdg.
Ekkor azt mondjuk, hogy valamely C"-osztdlyii ¢ : R x M — M leképezés egy
egyparaméteres C"-osztdly diffeomorfizmus-csoportot hatdroz meg M-en, ha

(i) bdrmely régzitett t € R-re §-nek a {t} x M sokasdgra vett megszoritottja
— ezt ezentil ¢ : M — M-mel jeloljiik — az M differencidlhato sokasdg
onmagdra vett C"-osztdlyu diffeomorfizmusa,

(ii) a ¢y leképezésekre bdarmely s,t € R esetén a ¢s0 ¢ = @5, reldciok telje-
stilnek.

A fenti definiciébdl azonnal adédik, hogy ¢y az M differencidlhaté sokasag
onmagara vett azonos leképezésével esik egybe, tovdbba, hogy ¢_, éppen a ¢,
leképezés inverze.

Amint azt rogton megmutatjuk az egyparaméteres C"-osztalyu diffeomorfizmus-
csoportok és a C"~!-osztalyi vektormezdk nagyon szoros kapcsolatban vannak
egymadssal.

7.0.1. Lemma. Minden egyparaméteres C"-osztdlyi diffeomorfizmus-csoport-
hoz egyértelmiien hozzdrendelhetd egy C"~'-osztdlyii vektormezd.

103
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Bizonyitds: Az allitas beldtasa érdekében tekintsiik a tetszSleges p € M pont
o leképezések altali képét, melyet { ¢, (p)}-vel jelsliink és a p pont pélydjanak
neveziink. Koénnyen ldthatd, hogy {¢,(p)} C M valGjdban C™-osztalyd gorbe a
p = ¢o(p) ponton keresztiil. Ennek a gérbének a t paraméterhez tartozé érin-
tGvektora v* barmely ¢ (p) ponthoz tartozé .7 (¢ (p)) érint6térben j6l megha-
tarozott. Mivel a p pontot tetszlegesen valasztottuk, tovabba a ¢, leképezések
értelmezési tartomdnya M, a palyak pedig nem metszhetik egymast, ezzel az
eljarassal M minden egyes pontjdhoz egyértelmd modon hozzarendelhetiink
egy vektort. Az is konnyen lathatd, hogy az igy nyert v vektormez6 legalabb
C"-osztalyt, hiszen maguk a palydk C"-osztalyi gorbék. A v¢ vektormezdt
éppen ezért szokds az egyparaméteres C"-osztalyu ¢, diffeomorfizmus-csoport
infinitezimdlis generdtordnak is nevezni. o

Az utobbi elnevezés jogossagat az alabbi egyszerl észrevétel is megerdsiti.

7.0.2. Lemma. Minden C"~'-osztdlyii v* vektormez6hiz egyértelmiien hozzd-
rendelhetd egy (lokdlis) egyparaméteres C"-osztdlyu diffeomorfizmus-csoport.

7.0.1. Megjegyzés. A lokdlis egyparaméteres C"-osztdlyii diffeomorfizmus-cso-
port definicidja egyediil abban tér el a 7.0.1. definicioban megfogalmazottak-
tol, hogy utobbiban R-et, a valos szamhalmazt mindeniitt a zérus elem vala-
mely elegendden kicsiny € > 0 szdm dltal meghatdrozott (—€,€) nyilt kornye-
zetével kell helyettesiteniink. Ennek megfelelen az (i) és (ii) feltételeket az
aldbbiak szerint kell modositanunk.

(i’) bdrmely rogzitett t € (—¢,€)-re ¢-nek a {t} x M sokasdgra vett megszo-
ritottja — melyet ezentiil ¢, : M — M-vel jeloliink — az M differencidlhato
sokasdg onmagdra vett C"-osztdlyu diffeomorfizmusa,

(ii’) a @ leképezésekre barmely olyan s,t € (—&,€) vdlasztdsra, amelyre s+

t € (—¢,¢€), teljesiilnek a ¢; 0 ¢ = Qs reldciok.

Bizonyitas: A lemma éllitasanak bizonyitasa érdekében tekintsiik eldszor a
C" ! osztélyt v* vektormezs integralgorbéit M-en. Ezek olyan gorbék, ame-
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lyeket a v* vektormezd minden egyes pontjukban érint, azaz az M sokasag
minden egyes pontjan egy €s csakis egy ilyen gorbe haladhat at. Annak be-
latasa érdekében, hogy integralgorbék ilyen rendszere létezik, valasszunk egy
tetszbleges (O, y) térképet, amelyen (x!,...,x") lokdlis koordinatdk. Ekkor
az ¢ halmazon a v¢ vektormezd integralgorbéit a

dx*
dt

elsérenddi kozonséges differencidlegyenlet megolddsai hatdrozzdk meg, ahol

=vh(x!, .. XY (7.0.1)

vH a v? vektormezd {d /dx* } lokdlis koordindtabézisra vonatkozé komponen-
seit jeloli. Marmost minden, legaldbb integrdlhaté v¢ vektormezd, valamint az
x*(1,) adatokkal jellemzett tetszGlegesen megvilaszthat6 p kezdGpont estén —
a kezd6pont elegendden kicsiny lokalis kornyezetében — a (7.0.1) egyenlethez
mindig hozzarendelhetd a

XM (1) = xH(1,) + /t vidr (7.0.2)

megoldas. Igy lokdlisan a v¢ vektormezShoz mindig egyértelmi médon hoz-
zarendelhetSk v integralgorbéi.

Ezek segitségével a fent emlitett (lokdlis) egyparaméteres C"-osztlyu diffeo-
morfizmus-csoportot a kovetkezd eljarassal értelmezziik. Legyen a p € M pont
tetszSleges, valamint a 7 € (—¢,¢€) szdm elegendden kicsiny. Ezek utdn defi-
nidljuk a ¢, leképezést ugy, hogy az tetszdleges p € M ponthoz rendelje azt a
¢ (p) pontot, amely a v* vektormezd p ponton dthaladé integralgérbéje men-
tén az x*(1,) koordinatakkal adott p ponthoz éppen a t-paraméter tavolsigba
esd x* (1 4-t,) koordinatakkal adott ¢ (p) pontjat rendelje, ahol
1+t
X (t+1,) =xM(1,) + viar' . (7.0.3)
Ip

Mivel az integrdl, mint a felsd hatar fiiggvénye differencialhatd, tovabba (7.0.3)
alapjan barmely, elegendGen kicsiny s,# paraméterértékre — amelyekre még
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s+1 is elegendGen kicsiny — a

1+t (s+1)+1p
H((s+1)+1,) =x*(t,) + V vidt' + V“dt'] =
t 1+,
s+(t+tp)
=xt(t+1,)+ vidr' (7.0.4)
1+,
relaciok is teljesiilnek, az imént értelmezett ¢, leképezések valdban csak egy
C"-osztélyu (lokdlis) egyparaméteres ¢, diffeomorfizmus-csoportot hatdroznak
meg, hiszen az integralgorbék az alkalmazott t-paraméterértékek esetleg csak
valamely kicsiny intervalluman értelmezhetSk. O

7.0.2. Megjegyzés. A fenti megdllapitdsainkat gy osszegezhetjiik, hogy a tet-
szbleges M differencidlhaté sokasdgon értelmezett C"~'-osztdlyii vektormezdk
és a (lokdlis) C"-osztdlyii egyparaméteres diffeomorfizmus-csoportok kozott
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés adhato meg.

7.1. Vektormezok kommutatorai

7.1.1. Definicié. Legyenek v*,w® legaldbb C'-osztdlyii vektormezék M-en. Ek-
kor a v* és w® vektormez6k kommutdtordn azt a [v,w|?-vel jelélt vektormezdt
értjiik, amely minden, legaldbb C*-osztdlyii f € .F (M) fiiggvény esetén a

v, w](f) = v(w(f)) = w(v(f) (7.1.5)

egyenletnek tesz eleget.

A [v,w]? vektormezd v*-t6l és w?-t6l fiigg6 konkrét alakjanak meghatdrozésa
érdekében induljunk ki abbdl, hogy barmely v* vektorra v(f) = v*V, f, ahol V,,
egy tetszbleges kovaridns derival6 operatort jelol. A tovdbbiakban feltessziik,
hogy V, torziémentes. Ezek utan egyrészt a

v, w](f) = [v,w]"Vaf, (7.1.6)
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Osszefiiggést, masrészt V, torziomentességét kihaszndlva a
[V, W] (f) = vV (WIV4 f) =WV (VIV4F) = [V VW —wV VIV f (7.1.7)

reldciét kapjuk. Igy (7.1.6) és (7.1.7) alapjan, valamint az f €. fuggvény
tetszOlegessége folytan a v¢ és w vektormez6k kommutétordra a

[v,w]* = vV, w* —wV, v* (7.1.8)

egyenlGség teljestil.

7.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy bdarmely v¢,w*,z% legaldbb kétszer diffe-
rencidlhato vektormezdre teljesiil a Jacobi-azonossdg, azaz a

[[V,W],Z}—I—[[Z,V],W]—FHW,Z],V] =0 (7.1.9)

reldcio!

Tekintsiink most két olyan C"-osztdlyd vektormezdt, v4-t és we-t, amelyek
kommutétora eltéinik, azaz [v,w]* = 0. Amint azt kordbban mdr megmutat-
tuk, mindkét vektormez6hoz hozzarendelhets egy-egy (lokdlis) egyparaméte-
res C"H1-osztdlyi diffeomorfizmus csoport. Jeloljiik ezeket {¢Y }-vel, valamint
{9 }-vel. Beldthat6, hogy [v,w]* kommutdtor eltéinése pontosan azzal egyen-
értékd, hogy a {¢,'} és {¢,"} diffeomorfizmusok sorrendje felcserélhetd, azaz
barmely p € M pont és elegendSen kicsiny s,z € R értékek esetén

¢ 09" (p) =95 09/ (p). (7.1.10)

A vektormez6k kommutdtoranak egy alkalmazasaként tekintsilk most M egy
tetsz6legesen vilasztott (€, ) térképét, amelyen (x',...,x") lokdlis koordi-
natdk, valamint vélasszuk a v¢ | vektorokat, ahol a y névindex az 1,...,n
értékeket veszi fel, dgy, hogy azok éppen a {(d/dx*)?} loklis koordinata-
bézisvektorokkal essenck egybe. Ekkor a v{,, vektorok {(d/dx*)"} bazisra
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9, (05" (p)) = ¢5" (9 ()

7.1. abra. A kommutdlé v* és w¥ vektormezShoz tartozé ¢, és ¢V diffeomorfizmusok sor-
rendje felcserélhetd, azaz elegend@en kicsiny s,7 € R értékek esetén ¢, (¢, (p)) = ¢ (9, (p)).

vonatkoz6 komponenseire VEX#) = 0%, adédik, amibdl a (7.1.8) relaciot a d,

kovaridns derival6 operdtorra alkalmazva azt kapjuk, hogy
[Viw),von]“ =0 (7.1.11)

a 1 és v névindexek tetszéleges vélasztasa esetén, azaz a koordinata-bazisvek-
torok kommutdtorai mindig zérus értéket vesznek fel.

7.1.1. Megjegyzés. Az utébbi megdllapitds nem is kellene, hogy olyan nagyon
meglepd legyen, hiszen a koordindtavonalak, mint integrdlgorbék dltal meg-
Jjelenitett diffeomorfizmus-csoportok elemei felcserélhetdk kell hogy legyenek.
Ellenkezd esetben egyszeriien nem lenne értelme semmiféle koordindtdzdsnak.

Erdemes megjegyezni, hogy a (7.1.11) egyenlethez tartozé 4llitas forditottja is
igaz.

7.1.1. Lemma. Tekintsiik a {v’(‘l), .. ,v?‘n)} linedrisan fiiggetlen, legaldbb egy-
szer differencidlhato vektormezok egy rendszerét. Ekkor bdrmely p € M pont
valamely O, nyilt kbrnyezetében pontosan akkor léteznek olyan, legaldbb c?-
osztdlyii (x',...,x") lokdlis koordindtdk, amelyekre iy = (d/9xH) tetszble-
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ges W= 1,...,n értékére, ha a [v,),v)|* kommutdtorok a i és v névindexek
tetszoleges vdlasztdsa esetén zérus értéket vesznek fel.

Bizonyitds: Az imént megfogalmazott allitds helyességének ellendrzéséhez
elGszor vélasszunk ki a p € M pont kornyezetében egy (0", ') térképet, ame-
lyen (x'',...,x") lokdlis koordinatdk. Jelolje a {V‘(‘l),...,vfn)} linedrisan fiig-
)

a dudlis bazisparok definicidjabdl kovetkezik, az igy kivdlasztott dudlis vek-

torrendszerek elemei eleget tesznek a V*Sﬂ )V’(’v) = 0H, relaciénak.

getlen vektorrendszerhez tartoz6 dudlis rendszert {V*Ell . ,V*El")}. Amint az

Az is nyilvanvalo, hogy ha egy p € M pont valamely &, C &' nyilt kornye-
zetében léteznek olyan (x!,... x") lokdlis koordindtak, amelyekre a Vi =
(d/dxH) relacidk teljesiilnek, akkor a dudlis bézis elemeit a vt = (dx™),
alakban frhatjuk fel. Felhaszndlva ekkor egyrészt azt, hogy az (x'!,... x™)
lokdlis koordindtakban a

(dxt), = y (3%) (dx"™),, (7.1.12)
v=1 X
mdsrészt azt, hogy a
v =Y v ax), (7.1.13)
v=1

kifejtések is érvényesek, azt kapjuk, hogy az &), kornyezetben pontosan akkor
1étezhetnek olyan (x!,... x") lokdlis koordin4tak, amelyekre Vi = (d/dxH)e,
ha a

dxH .
Sov =V Wt (7.1.14)

elsérendli parcidlis differencidlegyenlet-rendszerhez megadhatd, azaz 1étez-

nek olyan x# = x*(x'1,... ¥ fiiggvények, amelyek eleget tesznek a (7.1.14)
egyenletnek.

A parcidlis differencidlegyenletek elméletébdl kovetkezik, hogy (7.1.14)-nek
pontosan akkor van megolddsa, ha teljesiilnek az x* fiiggd véltozékra vonat-
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kozo6 integralhatdsagi feltételek, azaz ha

02%xH O2xH av*sﬂ) aV*E)#)
B T A T R (7.1.15)

Amint azt azonnal latni fogjuk, ezek az integralhatosagi feltételek €ppen a
{v‘(‘1>7 .. .,V‘(‘n)} vektorrendszer elemeire kirétt kommutaldsi reldcidval egyen-
értékiiek. Ennek belatasa érdekében tekintsiik a (7.1.15) egyenlet jobb oldalan
allo kifejezés, valamint a Vf a)v{ﬁ) tenzori szorzat kontrakcidjat. Az igy kapott

(1)

kifejez€sbdl a Leibnitz-szabdly, valamint a v*p va) = oM, relécié felhaszna-

laséval azt kapjuk, hogy

«(W) v « (1) p p
Rk (¥l LA B (¥vw) V@
(@) ox'P V.o oxP (B) ox"V Poxv

(7.1.16)

v v
_ ew e Mo e M
Vo Ve g T YVB) e

Ezen utébbi egyenlet alapjan most mar lathat6, hogy a (7.1.15) integralha-
tosdgi feltétel pontosan akkor teljesiil @), felett, ha a {V‘(Zl),...,V‘(ln)} vektor-
rendszer elemeihez tartozé [v(y),V(y)|* kommutdtorok a y és v névindexek
tetszOleges vdlasztasa esetén eltlinnek. O

7.2. Frobenius-tétel

Legyen M egy tetsz6leges n-dimenzids differencidlhaté sokasdg, valamint i <
n természetes szam. Tegyiik fel, hogy M minden egyes pontjaban adva van az
ottani n-dimenziés .7 (p) érint6térnek egy n-dimenzids §( p)-el jelslt altere.
Tegyiik fel, hogy ezek az alterek megfelel6en siméan illeszkednek egymashoz
abban az értelemben, hogy barmely pont elegend6en kicsiny kornyezetében
Oket valamely » € N értékre C” differencidlhatdsagi osztalyd vektormezdk fe-

S~

szitik ki. Jeloljiik az igy kivélasztott alterek osszességét 7 (M)-mel, amelyre
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T (M)={T(p)|peM)}.

Fontos, nemcsak elvi jelentGségii az a kérdés, hogy mikor 1étezhet olyan 7-
dimenziés M differencidlhat6 részsokasdgok egy {1\71 } rendszere M-ben, ame-
lyek T (M) érintdterei barmely p € M pontban az ottani .7 (p) érinttérnek
éppen az imént ismertetett eljarassal kivédlasztott altereivel esnek egybe. Eze-
ket a részsokasdgokat a T (M) rendszer integrdlsokasdgainak nevezzik.

Nyilvénval6, hogy amikor valamely p € M ponton keresztiil 1étezik ilyen M in-
tegralsokasdg, akkor a p pont M-beli 7% kornyezetében értelmezett (x',... %)
lokélis koordindtdkhoz tartozé {(d/dx™)*} lokdlis koordindtabédzisban a T (M)
rendszerhez tartozé barmely V¢ vektormezd O felett felirhat6 a

n
ve=Y v"(d/ox") (7.2.17)
m=1
alakban, ahol a V!,... V" fiiggvények a V* vektormezd {(d/0x™ )"} bazisme-
z6re vonatkozé komponenseit jeldlik. Felhaszndlva ekkor a {(d/dx™)} bazis
elemeinek kommutdldsat azonnal l4thatd, hogy barmely a T (M) rendszerhez
tartozé V¢ és W¢ vektormezdre

=)

-

NCICES Z (9/ox" 1 (7.2.18)

s=1 =1

[V’W]a = l

_ fl {vs (?g) _we <3¥’>} (9/9%)°.

sI=

Ez azt jelenti, hogy amikor 1éteznek a keresett integralsokasdgok akkor a ki-
induldsndl hasznélt .7 (M) rendszerhez tartoz6 vektormez8k kommutdtorai is
mindig szitkségképpen a .7 (M) rendszerhez tartoznak.

Frobenius megmutatta (14sd példaul [53] 8. fejezetét), hogy a T (M) rendszer
elemeinek ezen tulajdonsdga nemcsak sziikséges, de elegendd feltétele is a
kérdéses integralsokasagok 1étezésének.
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7.2.1. Tétel. Frobenius-tétel: A .7 (M)-beli érintéterek n < n dimenzids C”
mddon illeszkedd altereinek egy 7 (M) rendszeréhez pontosan akkor taldlha-
t6k a fentebb meghatdrozott értelemben vett n-dimenziés {M} integrdlsokasd-

gok, ha a T (M) rendszerhez tartozd tetszbleges V@ és W vektormezd esetén
a [V,2W|* kommutdtor is mindig a 7 (M) rendszerhez tartozik.



8. fejezet

,, Onmagukkal parhuzamos”
gorbék

Az Euklideszi-tér egyenesét az aldbbi két tulajdonsdg jellemzi. Egyrészt az
egyenes barmely, két rajta fekvé pont kozott a legrovidebb gorbe, masrészt az
is igaz, hogy barmely pontbeli érintGvektoranak az Euklideszi-térben az egye-
nes menti parhuzamos eltoltja mindig érinti magat az egyenest. Az elsé az
Euklideszi-tér metrikus, mig a masodik annak affin szerkezetét tiikrozi. Az
utébbi koncepcié mindig értelmezhetd feltéve, hogy definidlva van a gorbe-
menti parhuzamos eltolds fogalma, mig az elsé koncepci6 feltételezi, hogy a
kapcsolddo konnexid valamely metrikus struktirabdl szarmaztatott.

8.0.1. Definicié. Legyen A : 1(C R) — M legaldbb C*-osztdlyii gorbe M-en.
Jelolje T* a A gorbe t-paraméterhez tartozo érintévektordt. Ekkor A-t a V,
kovaridns derivdlé operdtorra nézve ,, onmagdval pdrhuzamos ~” gorbének ne-

vezziik, ha létezik olyan @ fiiggvény, amelyre A mentén

TV, T = @T". (8.0.1)

Annak beldtdsa érdekében, hogy a (8.0.1) feltétel valéban a fent megfogalma-
zott geometriai elvarasunkat fejezi ki, érdemes felidézniink, hogy a kovaridns

113
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derivalas és a parhuzamos eltolds miveletei kozott fennalld szoros kapcsolat
alapjan valamely p = A(z,) pontban a
T —1()
TV, T, = lim ———— (8.0.2)
=i, t—t,

reldcio teljesiil. Ezen utdbbi egyenletben TH“ a A(t) pontbeli 7% érintGvek-
tor parhuzamos eltoltjat jeloli, amelyet a geometriai feltételiinknek megfeleld
T”“ = yT* reldciéval helyettesitve !, és p tetsz6legességét figyelembe véve ép-
pen a (8.0.1) alaku egyenlethez jutunk.

Nyilvdnvald, hogy a A gorbe mentén a t-paraméter helyett mindig valaszt-
hatunk tetszGleges mdsik ¢'-paramétert is. Tegyik fel, hogy ' = ¢'(¢) a -
paraméter legaldbb C2-osztilyd szigordan monoton fiiggvénye. Ekkor a A
gorbe '-paraméterhez tartozé T’ érintGvektordra T¢ = ¢ T’ teljesiil, ahol
o= %. Behelyettesitve ezt a relaciét a (8.0.1) egyenletbe el6szor a

(OT )V, (0T) =T, (8.0.3)
majd a Leibnitz-szabdly alkalmazdsdval a
O>TV, T +[0T*(V,0) — ] T =0 (8.0.4)

egyenlethez jutunk. fgy amennyiben az tj ¢/ = ¢'(t) gorbeparamétert gy va-
lasztjuk meg, hogy a (8.0.4) jobb oldalan, a szogletes zardjelben taldlhaté ki-
fejezés eltlinjon, azaz a

TV, 0 — 9 =0 (8.0.5)

egyenlet teljesiiljon — mivel ¢ sehol nem valik zérussa — azt kapjuk, hogy bar-
mely ,,0onmagéval parhuzamos ” gorbe egyenlete — egy alkalmas 4j paraméter
bevezetése €s a vesszOk elhagydsa utdn — a

T°V,T“=0 (8.0.6)

1Az v fiiggvény konkrét alakja a jelenlegi gondolatmenet szempontjabol teljes mértékben
érdektelen.
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Osszefiiggéssé egyszertisddik. Minden olyan paramétert, amelyre nézve a A
,»onmagaval parhuzamos ” gorbe egyenlete a (8.0.6) alakban irhat6 fel, affin-
paraméternek hivunk.

Erdemes megjegyezni, hogy minden ,, 5nmagéval parhuzamos ” gérbéhez min-
dig taldlhaté affinparaméter. Ennek beldtdsdhoz valasszunk most egy tetszo-
leges (O, y) térképet, amelyen (x!,...,x") lokdlis koordinatdk. Ekkor az &
térkép felett a A (¢) gorbét az x* = x*(¢) egyenletekkel adhatjuk meg, tovdbba
a T“ érintGvektor komponenseire T%* = % teljesiil. Konnyen belathat6, hogy
ekkor T°V, ¢ = dx* 90 _ 49 Relhaszndlva ezt, valamint a ¢ = % Osszefiig-

dr 9xf dt
gést a (8.0.5) egyenletbdl a

d*’' dr’
dr? ¢ dt

kozonséges differencidlegyenletet kapjuk, melynek megolddsa minden leg-

=0 (8.0.7)

alabb integralhaté ¢ fiiggvény esetén a
i
¢ —a- [ eBolarip (8.0.8)
0

formdban irhat6 fel, ahol a # 0, b tetszGleges valds szamok.

(8.0.8)-nak megfeleléen még az affinparaméter sem teljesen egyértelmd. Te-
gyiik fel ugyanis, hogy a t-paraméter affin. Ekkor (8.0.8)-be ¢ = O-t helyet-
tesitve azt kapjuk, hogy a 1’ = a -t + b paraméter is affin, ahol a # 0 és b
tetsz6leges val6s szamok.

Legyen (0, v) ismét egy tetszSlegesen kivélasztott térkép. Ekkor (&, y) felett
a (8.0.6) egyenletet — a Christoffel-féle szimbdlumok és a d, derivalé operétor
segitségével — a

TP0, T +T% TP T =0 (8.0.9)
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alakban ithatjuk fel. Ebbol a 789, 7% = (47 2;) 45" = €' sssaefiiggés

figyelembevételével a komponensekben felirt
dx* dxPdxY
o tUey =
dr? dr dt

egyenletet kapjuk. A kozonséges differencidlegyenletek elméletébol tudjuk,

(8.0.10)

hogy tetszdleges x|, € R*, valamint £%(z,) € R* kezdGadatok megvélasztdsa
esetén a (8.0.10) egyenlethez tartozo kezdGérték-problémanak (lokélisan) min-
dig 1étezik olyan egyértelmli x* = x*(r) alakd megolddsa, amelyre x*(r,) =
x%|, és % |p = x%(t,) feltéve, hogy a I'* g, Christoffel-féle szimbolumok leg-
alabb lokalisan Lipschitz-félék, azaz legaldbb C!~-osztalytak.

Mivel az (€, y) térkép tetszGleges azt is mondhatjuk, hogy M tetsz8leges p
pontjdhoz, valamint az adott p pontbeli érintGtér tetszbleges T € 7 (p) ele-
méhez, mint kezd6értékekhez mindig 1étezik az adott pontbdl az adott érintS-
vektor irdnydba indul6 ,, onmagdaval parhuzamos ” gorbe.

8.1. Geodetikusok

Minden metrikdval elldtott sokasdg esetében az ,,onmagukkal parhuzamos ™
gorbék metrikus tulajdonsagai is vizsgalhatok. Ez egy Riemann-metrikdval
ellatott sokasag esetén az ivhossz fogalmat felhasznalva tehetd meg.

8.1.1. Definici6. Legyen g,» Riemann-metrika M-en. Ekkora A : I(C R) — M
legaldbb C'-osztdlyii gorbe, t = o és t = B paraméterértékek dital meghatdro-
zott p=A(@) és g = A(B) pontjai kizé esd szakaszdnak ivhosszdn az

B 1
Cipg :/a (gesT¢T')? at (8.1.11)

integrdl dltal meghatdrozott szdmot értjiik, ahol T* a A girbe t-paraméterhez
tartozo érintdvektordt jeloli.
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Konnyen beldthat6, hogy az ivhossz j6l definiélt, hiszen ha ¢’ =¢'(¢) egy mé-
sik paraméterezése A-nak, akkor a 7% =T" - ‘fi—’t/ relacid, valamint az integral-
transzformécids szabdly alapjan lathatd, hogy

t'(B

P N ®B)
Cpg) (1) :/oC (gefTeTf)zdt:/

T'°T'f %dt/d =/ !
iy BT T G = tpa ),
(8.1.12)

azaz az ivhossz valdban fiiggetlen az alkalmazott paraméterezéstol.

8.2. A vektorok kauzalis jellege

Miel6tt annak targyaldsara térnénk ra, hogy miként kell a fenti definiciét a
Lorentz-féle metrikdval elldtott sokasdgok esetében moddositanunk, idézziik
fel, hogy amikor a metrika Lorentz-szignatirdjd, akkor mindig léteznek olyan
nemzérus vektorok, amelyeknek nmagukkal vett bels6 szorzata nulla.

8.2.1. Definicio. Legyen gq.» (—,+, -+ ,+) szignatirdjii Lorentz-metrika M-
en, valamint p € M tetszéleges pont. Ekkor egy V¢ € T (p) vektort idésze-
riinek, fényszeriinek vagy térszeriinek nevezziik annak megfeleléen, hogy a
VeV, =g, fVer belsd szorzat kisebb, egyenld, vagy nagyobb mint nulla.

8.2.1. Megjegyzés. Az M differencidlhaté sokasdg tetszdleges p € M pontjd-
hoz tartozé T (p) érintétéren, a szignatiira megdllapitdsdhoz haszndlt bdr-
mely pszeudo-ortonormdlt bdzisra alapozottan, a fénykiipokat a Minkowski-
téridében megszokott médon dbrdzolhatjuk (ldsd az 8.1 dbrdr). Igy a fénykii-
pok minden 7 (p) érintétéren két olyan részbdl dlinak, amelyek kizos része
csak a zérus vektor. Ennek megfeleléen a nemzérus kauzdlis — idbszerii vagy
fényszerii — vektorok is két diszjunkt halmazba tartoznak minden egyes ponthoz
tartozo érintétérben. Természetesnek tiinik, ezért mi is feltessziik, hogy minden
Lorentz-szignatiirdju metrikdval elldtott differencidlhato sokasdgon, azaz tér-
idon (ldsd a 1.1.2 definiciot) a fénykipok diszjunkt részeit folytonos modon
Jjovo, illetve miilt ,, cimkézéssel ” ldthatjuk el. Ekkor azt mondjuk, hogy a tér-
idd iddirdnyithato.
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8.2.2. Definicié. Valamely téridé pontosan akkor iddirdnyithato, ha megad-

o

hato rajta egy sehol el nem tiind, folytonos, iddszerii vektormezo.

8.2.2. Megjegyzés. A fizikai problémdk megolddsa sordn mi is feltessziik (ldsd
a 1.1.2 definiciot), hogy minden (M,g.p) pdrossal reprezentdlt téridd legyen
iddirdnyithato, tovdbbd a két lehetséges irdnyitds koziil az egyiket ki is vdlasz-
tottuk.

Megmutathat, hogy amennyiben egy (M,gup) téridé nem lenne iddirdnyit-
hato, akkor a téridd kétszeres feddsokasdga madr biztosan az [25].

X"

8.1. dbra. Annak illusztriciéja, hogy minden .7 (p) érintStéren a fénykipok tetszdleges
pszeudo-ortonormalt bazisra nézve a Minkowski-téridében megszokott médon néznek ki, és
két olyan részbdl dllnak, amelyek kozos része csak a zérus vektor.

A 8.2.1 definiciéban alkalmazott eljarashoz hasonléan barmely Lorentz-szigna-
turdju metrikdval ellatott M sokasdg esetében az M-ben futé gorbék egyes spe-
cidlis osztalyait is megkiilonboztethetjiik kauzalis jellegiik alapjan.
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8.2.3. Definicié. A A :I(C R) — M, legaldbb C'-osztdlyii gorbét idészeriinek,
fényszertinek, vagy térszeriinek nevezziik, ha a A gérbe érintévektora A mentén
mindeniitt iddszerii, fényszerii, vagy térszerii.

8.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az imént megfogalmazott definicioban al-
kalmazott kategorizdlds fiiggetlen az alkalmazott paraméterezéstol.

Bér a definici6 ésszer( elvdrdsokat fogalmaz meg, hiszen léteznek a kivanal-
maknak megfelel6 gorbék, fontos annak észben tartdsa, hogy sokkal tobb olyan
gorbe 1étezik, amely nem rendelkezik hatdrozott kauzalis karakterrel. Ugyan-
akkor a metrikdval kompatibilis kovaridns derivdlé operdtorra nézve onma-
gukkal parhuzamos gorbék kauzalis karaktere hatarozott. Ezen utobbi allitas
helyessége azonnal kovetkezik abbdl, hogy valamely affinparaméterezéshez
tartozé T¢ érintGvektor onmagaval vett 7,7° belsé szorzata barmely, 6nma-
gdval parhuzamos A gorbe mentén dllandd, hiszen a V,g,. = 0 reldciét, va-
lamint a Leibnitz-szabélyt alkalmazva azonnal l4thaté, hogy T/V(T,T¢) =
2(T/V;T)T,. Igy T/V (T, T¢) valéban azonosan nulla minden affinparamé-
terezett T/V ¢T¢ = 0 egyenletnek eleget tevé 6nmagdval parhuzamos A gorbe
mentén.

8.2.4. Definici6. Legyen most gup (—,+, -+ ,+) szignatiirdjii Lorentz-metrika
M-en. Ekkora 2 : 1(C R) — M legaldbb C'-osztdlyii iddszeri, térszert, illetve
fényszerii girbe, t = o és t = B paraméterériékek dltal meghatdrozott p =
A(a) és g = A(B) pontjai kozé esd szakaszdnak ivhosszdn az

B !
Up :/ (e g T°T')? dt (8.2.13)
a
integrdl dltal meghatdrozott szdmot értjiik, ahol az € paraméter értéke —1,
+1, illetve nulla annak megfeleléen, hogy a A gorbe iddszerii, térszeri, illetve

Jfényszeri.

8.2.5. Definici6. Az iddszeri gorbék ivhossz paraméterét, azaz azt a T = T(t)
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fiiggvényt, amelyet a

(SIS

!
(1) = 7(e) + / (—gerTeT!)? dr (8.2.14)
a
integrdl hatdroz meg, a A gorbe sajdtidG-paraméterének nevezziik, ahol a T(o)
valos szam jelenléte a kezddpont szabad vdlasztdsdban 1évd szabadsdgunkat
Jjelzi.

A sajdtid6 a A gorbe mentén ,, egységnormdji ” T érintGvektorral mozgd meg-
figyel§ dltal a p = A(ct) és g = A(B) események kozott eltelt id6t hivatott
megjeleniteni, mely (8.2.13), a g, T¢T? = —1 egyenlet és a

<(p)
Tp,g = T(B) — (@) =/ dt (8.2.15)

(o)

reldciok folytdn valoban az £, , ivhosszal egyezik meg.

8.3. Az ivhossz variacidja

Ismert, hogy Riemann-geometridk korében az 6nmagukkal parhuzamos gor-
bék egyben a legrovidebbek is barmely elegenden kozeli pontparjuk kozott.
Mivel a Lorentz-metrikdval ellatott differencidlhaté sokasdgok felett minden
gorbe — az idGszert és térszerli gorbék is — kozelithetd tort fényszerd gorbe-
ivekbdl felépiilé gorbével, a Lorentz-szignatirdju terekben nem a legrovidebb,
hanem példaul — ahogy azt a masodik varidcié meghatdrozasa sordn meg is
mutatjuk — az iddszerli gorbék esetében éppen a leghosszabb gorbeivek van-
nak kitiintetve. A térszerl gorbékkel kapcsolatban érdemes észben tartani,
hogy a természetes varakozasoknak megfeleléen, amennyiben egy eldre adott
térszer( hiperfeliileten fekvd két pontot 6sszekots €s kizardlag csak a térszer(
hiperfeliiletben futé gorbéket vizsgaljuk, akkor koztiik mindig lesz minima-
lis ivhosszisagu feltéve, hogy a két kivalasztott pont elegendGen kozel esik
egymashoz.
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Az el6z6 bekezdésben megfogalmazott allitasok helyességének alatamaszta-
saul el6szor a kovetkezd lemmat bizonyitjuk.

8.3.1. Lemma. Legyen g, Riemann-, vagy (—,+,- -+ ,+) szignatirdji Lorentz-
metrika M-en. Ekkor az (|, ; ivhossz funkciondl pontosan akkor veszi fel a

szélséértékét a A gorbe mentén — melyrél Lorentz-metrika esetén azt is fel-
tessziik, hogy az nem fényszerii — ha A onmagdval pdrhuzamos.

Bizonyitas: A bizonyitas az ivhossz els varidcidjanak vizsgalata segitségével
adhaté meg.

~~~~~~

C'-osztilyt gorbe tetszSleges ¢-paraméterrel, valamint p = A () és g = A(B)
tigy, hogy o < B valamint o, € I. Legyen X¢ olyan legaldbb C'-osztlyd
vektormez$ A valamely & nyilt kornyezetében, mely eltdinik a p és ¢ pontok-
ban. Jelolje xs : M — M az X vektormezShoz tartozd lokalis egyparaméteres
diffeomorfizmus-csoportot, és jelolje A; a A gorbe azon egyparaméteres vari-
dcidjat, amelyet a A gorbe y; éltali képhalmaza feszit ki [ldsd a (8.2) dbrat],
azaz

As ={x:s[Alls € (=6,8)}, (8.3.16)

ahol & egy elegendGen kicsiny pozitiv valés szdm. Ekkor minden rogzitett
§€ (—=06,8)ra— A és A; pontjait az X* integralgorbéi mentén megfeleltetve
egymdsnak — a A; gorbe is paraméterezhets r-vel, amit ezentil fel is tesziink.
Jeloljiik T7-val a A, gorbesereg ezen paraméterezéshez tartozé érintGvektorai
altal meghatarozott vektormezdt, valamint ¢;-vel a 7%-hoz tartoz6 lokalis egy-
paraméteres diffeomorfizmus-csoportot. A fenti konstrukcié automatikusan
biztositja, hogy a ¢, és x, leképezések barmely rogzitett ¢ és s értékekre legye-
nek folcserélhetdk, azaz — a 7.1 alfejezetben alkalmazott érvelésnek megfele-
16en —a T“ és X vektormezSk kommutdlnak

[T,X]% = T°V.X*— XV,T* = 0. (8.3.17)
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8.2. dbra. Az dbrdn a A ,,alapgorbe ” X¢ vektormez6hoz tartozé ys : M — M lokdlis egypara-
méteres diffeomorfizmus-csoport dltal meghatdrozott egyparaméteres A varidcijanak illuszt-
racidja lathato.

Tekintsiik most az £, ;) fvhossz valtozdsit A egy tetszGleges egyparaméteres Ag
varidcidja esetén, amelyet egy a fent leirt eljardsnak megfelelGen kivdlasztott
X“ vektormez6 hatdroz meg. Ekkor az £, , (s) ivhosszak s-paraméter szerinti
derivaltjara a

dt p : P 2
M(S):/ 4 {(s.gefTeTf)z]dIZ/ XdVd[(S'gefTeTf)ﬂd’
ds a ds o

B e B 1
= Z(xv,T° Tedt:/ —(TV X)T, dt
[ v e = [ o (rvaxe)

P foue (XTN i oue (T
_/a {T Vd< o7 >—X [T v, (q)]}dt (8.3.18)

egyenlet addédik, ahol — az egyszer(ibb és tomorebb jelolés kedvéért — f az

1
(8 . gefTeTf ) % kifejezést helyettesiti, V, a metrikdval kompatibilis kovaridns
derival6 operdtort jeloli, valamint a masodik sorban a (8.3.17) Osszefliggést,
mig az utolsd sorban a Leibnitz-szabdlyt alkalmaztuk.
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Mivel az utolsé sor elsé tagja t-ben teljes divergencia, tovabba az X¢ vektor-
mezd konstrukcidja folytan eltlinik a gorbe végpontjaiban azt kapjuk, hogy

dlpg) (P el rag (1o
T__/a X [T v, (5‘” dr. (8.3.19)

o dlp, (s P p
Ennek megfeleléen [Z'—‘;](Y) |s=0 pontosan akkor nulla tetszleges egyparaméte-
res variacid esetén, ha a szogletes zardjelben allo kifejezés zérus értékd, azaz
. d . o .
amikor g—de (g—}) =0, ami (8.0.1) alapjan éppen azzal ekvivalens, hogy a A
gorbe onmagdaval parhuzamos. O

8.3.1. Megjegyzés. Ezen eredményre alapozottan, amikor a differencidlhato
sokasdgunkon értelmezett konnexio metrikus, az onmagukkal pdrhuzamos gor-
béket geodetikus gorbéknek szokds nevezni.

8.3.1. A Jacobi-egyenlet

Tekintsiink most a A geodetikus gorbe el6z8 alfejezetben értelmezett olyan

------

s 2

gorbecsalddhoz tartoz6 gorbék mindegyikérdl feltessziik, hogy azok affinpara-
méterezett geodetikus gorbék, azaz T¢ érintévektoruk eleget tesz a

T°V,T*=0 (8.3.20)

egyenletnek. Ennek az az dra, hogy a p pontbdl induld A, geodetikusokrdl most
nem tehetjiik fel azt, hogy azok barmely mas pontban metszenék egymast. Az
egyszeriiség kedvéért elegendd ha a (8.2) dbrdn a A geodetikus gorbe p pont-
janak egy nyilt kornyezetére gondolunk és feltessziik, hogy minden dbrazolt
gorbe geodetikus a t affinparaméterre nézve.

Mivel a A, geodetikuscsaldd A; = {);[A]|s € (—6,0)} alakban adott az el6z6
részben alkalmazott gondolatmenet alapjan, az T¢ és X vektormezSkre telje-
siil a (8.3.17) egyenletben megfogalmazott [T,X]* = T°V X — XV, T* =0
kommutacids reldcio.
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A A geodetikus mentén az X vektormez4 tulajdonképpen a A-hoz ,,infinitezi-
malisan” kozel futé geodetikusok relativ tavolsdgat, mig annak egyszeres

V¢ =TV, X° (8.3.21)

illetve kétszeres
a® =TV (TTV ;X?) = TV v* (8.3.22)

gorbementi derivdltja a A; geodetikuscsalad infinitezimdlisan kozel futd ele-
meinek A-hoz viszonyitott v* relativ sebességét, illetve a“ relativ gyorsuldsat
méri. Ennek a terminolégidnak hasznélata kiillondsen adekvat akkor, amikor a
As geodetikuscsaldd elemei idGszert gorbék.

Az

a® =TV (TIVX) =TV (XIV,T%) = (8.3.23)
= (TV XV T+ XIT¢(V,V,T") =
= (T°V X))V T+ X TV VT~ R, a"T) =
= XV AT GT) = Ropa“TXI T = —R,14*TX/ T4

Osszefiiggés értelmében, melynek szdrmaztatisahoz a T és X vektormezdk
kommutdldsat, a Leibnitz-szabalyt, a gorbiileti tenzor definici6jat, valamint A
gorbecsaldd geodetikussagat haszndltuk fel, a geodetikus gérbék menti relativ
gyorsulas mértékét teljes egészében meghatdrozza a gorbiileti tenzor, valamint
az T és X vektormezdk R.rsT°X Ird kontrakcioja.

8.3.2. Megjegyzés. Aza" = —R.r;"T°X I'T4 sszefiiggés értelmében a As geo-
detikuscsaldd A-hoz viszonyitott relativ gyorsuldsa pontosan akkor zérus, ha
az Repa“T¢X T kontrakcié eltinik A mentén. Amikor T® idészerii vektor-
mez0, akkor a

Ruebs TTS (8.3.24)

kontrakciot a gorbiileti tenzor T® négyessebességgel mozgo megfigyeldre vo-
natkozo drapdly részének nevezziik.
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8.3.2. Az ivhossz masodik variacidja

Az 8.3.1. Lemma dllitasa értelmében az egymashoz elegendden kozeli pon-
tok kozott az onmagukkal parhuzamos, azaz geodetikus gorbék hatarozzak
meg a leghosszabb, illetve a legrovidebb gorbeszakaszokat. Az is ismert,
hogy amennyiben valamely onmagaval parhuzamos gorbe mentén egymas-
hoz konjugdlt pontparok taldlhatok, akkor — ahogy azt a (8.3) dbrdn mutatott
példa is illusztralja — az adott gorbe nem a leghosszabb, illetve a legrovidebb
gorbeszakaszokat hatdrozza meg a konjugélt pontparnal nagyobb paraméter-
tavolsagban 1évs pontjai kozott. Az abran megjelenitett lehetGség pontosabb

8.3. dbra. A kétdimenziés gombon a fokorok, azaz a gomb kozéppontjara illeszkedd si-
kok, valamint a gomb metszetei geodetikus gorbéket hatdroznak meg. A p és g pontok kozott
a megvastagitott A-val jelolt f6koriv-szakasz nem minimélis ivhosszisagu, hiszen példdul az
ugyanazon fékoriven fekvs p’ és ¢/, az dtellenes pélusokban elhelyezkedd pontok konjugaltak
egymdshoz A mentén. Ugyanakkor a p és g pontokat a A-mal jellt szaggatott vonal mentén
Osszekotd fokoriv-szakasz minimalis ivhosszisagu, mert az nem tartalmaz egymashoz konju-
galt pontpart.

mennyiségi lefrdsa csak az ivhossz masodik varidcidjanak figyelembevételé-
vel, az aldbbiak szerint torténhet meg.

Tegyiik fel, hogy 7 tetszGleges paraméter a A = Ay geodetikus alapgorbe men-
tén. Hatdrozzuk meg most (8.3.19) s-paraméter szerinti derivaltjat, melynek
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felhaszndldsdval az £}, ;)(s) fvhosszak s-paraméter szerinti masodik derivalt-
jara az s = 0 helyen a

Ty [Pewc e {ratr/ep

_ _/f [ (XWJﬂKD’VAWﬁ#—X“Xe {Vc (TdVd (Te/Sf))H dt
-/ ’xe [ (x99 (Va (Te/e)+
+ XTIV (T /ef) + Rl (To/ef) } | dr
B
_ /a x° [ (chcxd) (Va(T./ef)) + T4 [Va (XY, (T, /ef))]
— (199X (Ve (Te/ef)) + Rea" X T (Ti /e )] | d

— ¢ / "x. | TV (XVe (T ) + R TX (T7/f) [dr (8.3.25)

Osszefiiggést kapjuk, ahol a masodik sorban egyrészt a A alapgorbe 6nmagdaval
parhuzamos voltat, azaz a T¢Vy (T¢ /€ f) kifejezés A menti elttinését, masrészt
a gorbiileti tenzor definicigjat alkalmaztuk, mig az utolsé eldtti atalakitashoz a
gorbiileti tenzor szimmetria tulajdonsdgainak felhaszndldsdra volt sziikség.

Az el6z6 egyenlet még nem alkalmas a kivant kovetkeztetés szarmaztatdsara.
Miel6tt azt megtehetnénk, be kell vezetniink a Jacobi-mezdk, valamint a kon-
jugélt pontparok fogalmat.

8.3.1. Definicié. Legyen A : I(C R) — M legaldbb C?-osztdlyii énmagdval
pdrhuzamos gorbe, melynek a t affinparaméterezéshez tartozo érintévektora
T“. Ekkor a A gorbe mentén a

TV (TVY?Y) + Ry TUYT" =0 (8.3.26)

egyenletnek eleget tevd, T-ra merdleges Y vektormezdt a A gorbéhez tartozo
Jacobi-mezdének nevezziik.
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Azt mondjuk, hogy a A gorbe p' = A(a') pontja A mentén konjugdlt at =
paraméterértékhez tartozo p = A(a) ponthoz, ha létezik a (8.3.26) egyenlemek
olyan, nem azonosan nulla megolddsa, mely eltiinik mind a p, mind pedig a p’
pontokban.

8.3.3. Megjegyzés. Az el676 alfejezetben szdrmaztatott (8.3.23) dsszefiiggés
értelmében az X vektormezd — mely tulajdonképpen a A-hoz ,,infinitezimdli-
san” kozel futé Ag geodetikuscsalddhoz tartozo geodetikusok A-hoz viszonyi-
tott relativ tdvolsdgdt méri — Jacobi-mezé A mentén. Igy A mentén a konjugdlt
pontpdrok létezése azt jelenti, van olyan p-bdl indulo, infinitezimdlisan kozeli
geodetikusokbdl dllé gorbecsaldd, amelynek elemei tijra metszik egymdst a p’
pont elegendden kicsiny kornyezetében.

Ezek utdn pontosan megfogalmazhatjuk és bizonyithatjuk a geodetikus gor-
bék ivhosszanak ,, globdlis ” minimalitasara, illetve maximalitasara vonatkoz6
korabbi allitasainkat.

8.3.1. Tétel. Legyen g.» Riemann-, illetve (—,+,--- ,+) szignatirdjii Lorentz-
metrika M-en. Legyen tovdbbd 2 : 1(C R) — M legaldbb C*-osztdlyii onmagd-
val pdrhuzamos — a Lorentz-szignatirdju esetben kauzdlis, azaz idoszeri vagy
fényszerii — gorbe ‘t’ affinparaméterrel. Tegyiik fel, hogy a A gorbe egyetlen
pontja sem konjugdlt a p = A (@) ponthoz A mentén. Ekkor a A gorbe a rajta
fekvd bdarmely két pont kozott a legrovidebb, illetve a leghosszabb gorbeivet
hatdrozza meg.

Bizonyitds: Az éllitds helyességének beldtdsahoz tekintsiik ismét az £}, ;) iv-
hossz masodik variacidjara kapott (8.3.25) osszefiiggést, melyet a tetszdleges
X vektormez§ dltal meghatdrozott egyparaméteres A varidciét haszndlva kap-
tunk. Vegyiik figyelembe azt, hogy a A alapgorbe 6nmagdval parhuzamos, to-
vdbba affinparaméterezett, amibSl A mentén az f-€ =€ és a TeVe(#) =0
relaciok kovetkeznek. Ekkor a (8.3.25) egyenletben szerepld integrandus els6
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tagjara azt kapjuk, hogy
X, [TdVd (XV,(T¢/ f))} - (8.3.27)
=TIV XXV (T )] = (TIVaX, ) [(XVT) [ f= T XV f) /]

€

7 (T (T°V.X,))*
amelynek szdrmaztatdsa soran a kordbban, a (8.3.18) egyenlet levezetésekor
mar alkalmazott XV f = § (XV.T?) T, 6sszefiiggést, valamint a T és X*
vektormez6k kommutéldsat hasznaltuk.

=TIV [X XV, (T¢/ )] —% {(TdVdXe) (TV:X¢) —

Legyenek mostaz Y “) vektormezdk, ahol a p névindex az 1,...,n— 1 értékeket
veheti fel, olyan megoldésai a (8.3.26) Jacobi-egyenletnek, melyek elttinnek
p-ben, tovabba amelyekre a {T"VeY(Z) |p} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen,
valamint az Y(Z) vektorok a p index tetszdleges vdlasztdsa esetén merdlege-
sek T%ra. Ekkor a {Y(‘f) yenn ,Y(‘i]) , T} vektorrendszer a p ponttdl eltekintve A
minden egyes pontjaban egy bazist hataroz meg, hiszen tételiink feltételei ér-
telmében, egyik Jacobi-mez§ sem ttinhet el a A alapgorbe mentén. Tovadbba ha
a A gorbe valamely p-t6l eltérd ¢’ pontjaban Y 4@ =c- Y ¢ teljesedne valamely
¢ # 0 val6s szam és p # & indexek vdlasztdsa eseten akkor azY%= Y“ Y(‘;)
vektormezd, ami egyben Jacobi-mezd is, eltfinne ¢'-ben, ami szmten ellent-
mondana tételiink feltevéseinek. Mindezeket felhasznalva az egyparaméteres
As varidciét meghatarozo X¢ vektormezd mindig, az dltalanossidg megszoritdsa

nélkil, felirhato az
n—1
= pg’l q)(p) Y(Z) +oT¢ (8.3.28)

alakban, ahol ¢ és ¢ megfelelSen sima fiiggvények a j[A] kétdimenzids so-
kasagon, amelyek eltinnek a p pontban, tovabba ¢ értéke g-ban is zérus. Ek-
kor a gorbiileti tenzor szimmetriatulajdonsagait, valamint a Jacobi-egyenletet
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alkalmazva azt kapjuk, hogy

dzﬁ[p d (s) B
— el - X,
ds? =0 e/a

n—1
Tdvd (XCVCTe/f) _ Zl (])(p)TdVd (TCVCY;)) dt.
p:

(8.3.29)
Ezen utdbbi egyenlet, tovabbd (8.3.27) figyelembevételével az adédik, hogy

d>v p
#()h 07_8/ {Tdvd
ds? o

(Td vdxe) (T°V X¢) — & (T° (T°V.X,))* —

¥ (rvae, ) (Tvye)]}d[.

(8.3.30)

n—1
X (XVT/f) =X Y 9, (TV.Y, ) ]
p=i

o

Az integrandus elsd tagja ¢-ben teljes divergencia, mely a végpontokban eltind
X vektormez6tdl linedrisan fligg, igy az elsé tag jaruléka nulla. A mésodik
tag jarulékanak kiszamitdsa soran X“ (8.3.28) szerinti felbontasat alkalmazva

egyszerd algebrai atalakitasok elvégzése utan (8.3.30) a

d> E[ ]( ) B n-l . a
oS o—e/a { y (qb(p)Ya(p))((D(G)I/(G))}dt (8.3.31)

p,o=1

formdban irhat¢ fel, ahol (ﬁ(p) aTV, qb(p> kifejezés roviditésére szolgdl, tovabba
kihasznéltuk az Y(ﬁ) Jacobi-mez8k azon tulajdonsagat, hogy azok a p index
barmely értékére merdlegesek 7¢-ra, hiszen (8.3.26) T,-val vett kontrakcioja,
a gorbiileti tenzor tulajdonsagai, valamint a 7¢V,T¢ = 0 geodetikus egyenlet
folytan T¢ Vd(T”VC[Y(‘;) T,]) = 0 mindeniitt a A goérbe mentén. Mivel ennek a
kozonséges differencidlegyenletnek az Y(‘p’) |, =0, valamint (T“VCY( Z) )Tulp =0
kezdd&feltételek mellett csak trividlis megolddsa van, az Y(:l) T, kontrakcid azo-
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nosan nulla a A gérbe mentén.> Mindezen megéllapitésok legfontosabb kovet-
kezménye az, hogy a A gorbe mentén a Zp el 1((;3( )Ya(p))((f)(a) Y(‘;)) kontrakcié
mind Riemann-féle, mind pedig Lorentz-szignatirdji metrikdk esetén — fel-
téve, hogy A idGszer(i vagy fényszerti > — nem negativ, ami (8.3.31) egyenlet,
valamint az € paraméter lehetséges értékeinek figyelembevételével igazolja a
tételiink allitasat. O

Bir ez a jelen bizonyitds szempontjabol nem fontos, ekkor a (T"VCY(;‘))Ta kontrakci6 is
azonosan nulla A mentén.

3 Amennyiben a Lorentz-szignatirdjii esetben a A gorbe térszerd, akkor csak az esetlegesen
felléps idGszert Jacobi-mezd kizardsa esetén lehet Zp o ]((;5 p))(¢(6 ) kifejezés nem
negativ voltat biztositani. Ezt elérhetjiik példdul tgy, hogy a terszeru gorbenek csak valamely
térszerd hiperfeliileteken beliili varidciéit engedjiik meg.



9. fejezet

Tenzorok eloretolasa és
visszahuzasa

9.0.2. Definicié. Legyen M egy m-dimenzios N pedig egy n-dimenzids C-o0sz-
talyu differencidlhato sokasdg gy, hogy m < n. Ekkor azt mondjuk, hogy
a ¢ M — N leképezés az M sokasdg C"-osztdlyu bedgyazdsa N-be, ha a ¢
leképezés kilcsonosen egyértelmii M és ¢[M] C N kozitt.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy ¢ segitségével M felsdindexes tenzorait
el6retolhatjuk ¢[M] C N-re, mig a ¢[M] C N-en értelmezett alsindexes ten-
zorokat visszahizhatjuk M-re.

Ennek belatasahoz tekintsiink el8szor egy tetszbleges N-en értelmezett f: N —
R fiiggvényt. Az f fliggvény M-re torténd visszahizottjan az fo¢ : M — R
fliggvényt értjiik.

Legyen most p € M, tovdbba v* € 7 (p) tetszSleges. Ekkor a v* vektorhoz a
¢ leképezést felhaszndlva egyértelml médon hozzarendelhetjilkk azt a (¢,v)*-
val jelolt vektort a ¢(p) € N pontbeli .7 (¢(p)) érintStérbdl, amelyet azdltal
definidlunk, hogy megkéoveteljiik, hogy a

(0:V) flo(p) = V(Fo ), (9.0.1)

131
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relacio teljesiiljon tetszéleges N-en értelmezett f: N — R fiiggvényre.

Nyilvdnval6, hogy ez az eljards minden p € M pont esetén a .7 (p) érintStér
tetszOlegesen valasztott elemére értelmezett, masrészt a hozzarendelési eljaras
egyenes kovetkezménye az, hogy az igy definidlt ¢, : 7 (p) — T (¢(p)) leké-
pezés linedris a p € M pontbeli .7 (p) érintGtér, valamint a ¢ (p) € N pontbeli
T (¢(p)) érintdtér kozott. Ezt a @, leképezést a ¢ : M — N leképezés derivdlt
leképezéseként is szoktak emlegetni.

Az utébbi elnevezés jogossdga az alabbi meggondoldsokbdl kovetkezik. Le-
gyenek (x',...,x™), illetve (y',...,y") lokdlis koordinatdk a p € M, illetve
¢(p) € N pont valamely kornyezeteiben. Ekkor a ¢ leképezést lokdlisan az
yW =yY(x") relaciéval adhatjuk meg, és igy

foo=r50"(")). 9.0.2)

Emiatt a %, illetve aff—v koordinata-bazisvektoroknak az fo ¢, illetve az f
fliggvényeken kifejtett hatdsat a
d af dy¥

S (fo9) = PR 9.0.3)

alakban frhatjuk fel, amibdl a ¢, leképezés matrixdra a

a v
(9)", = ﬁ (9.0.4)

Osszefliggést kapjuk.

A ¢ : M — N leképezés segitségével, a fentiekkel teljesen analég médon, bar-
mely p € M pont esetén értelmezhetjiik az N-beli dudlis vektorok visszahuza-
sit eredményezs ¢* : T (¢ (p)) — 7 *(p) linedris leképezést is. A ¢* leképe-
zést gy értelmezziik, hogy az egy tetszleges @, € .7 *(¢(p)) dudlis vektor-
hoz azt a (¢*w), € .7 (p) dudlis vektort rendelje, amelyre a

(0" @)av" [ = @a(9:v)" [4(p) 9.0.5)
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egyenldség teljesiil tetszOleges v¢ p € M pontbeli vektor vélasztdsa esetén.
Konnyen ellendrizhetd, hogy az igy definidlt ¢* leképezéshez tartozé matrix
az (x',...,x"), illetve (y',...,y") lokdlis koordinatak esetén éppen

Xt
=5

(™))%, (9.0.6)
Az imént definidlt ¢* leképezés értelemszertien kiterjeszthets ugy, hogy az tet-
sz0leges ¢ [M| C N-beli (0,/)-tipusii tenzorokat M-beli (0,/)-tipusd tenzorokra
,,hiiz vissza”, azaz definidlhat6 az a ¢* : 79/(¢(p)) — T (p) linedris leké-
pezés, amely egy tetszSleges Ty, o, € 7°(¢(p)) tenzorhoz azta (¢9*T )y, .4 €
9 (p) tenzort rendeli, amelyre a

(¢*T)a14_4¢1,vzl) vz’/) lp = Tay.a) ( DV, )™ - (02 )) Y o) 9.0.7)

egyenldség teljesill tetszoleges VZ ,...,V(“l) € 7 (p) valasztds esetén.

)
Ezzel az eljardssal teljesen analég médon kiterjeszthetjiik a kordbban értelme-
zett 9. 1 T (p) — Ty (p) leképezést is, azaz az M-beli (k, 0)-tipust tenzorokat a
¢[M] C N-beli (k,0)-tipusd tenzorokba ,,4ttold >, ¢. : T*o(p) — T*o(d(p))
linedris leképezést, amely egy tetszSleges T4 % € T %,(p) tenzorhoz azt a
(0. T)4 % € Tky(¢(p)) tenzort rendeli, amelyre a

(6. T) " %@y ... oy =T (9" 0N, ... (07 0W)4 [, (9.0.8)

egyenldség teljesiil barmely )”,..., @) € T*(¢(p)) valasztas esetén.

Amint azt az imént megmutattuk, a ¢ : M — N differencidlhat6 leképezés se-
gitségével értelmezett @, illetve ¢* leképezésekkel (k,0)-tipusd tenzorokat
tudunk elGretolni M-8l ¢[M] C N-re, illetve (0,])-tipusd tenzorokat tudunk
visszahizni ¢[M]| C N-r6l M-re. Fontos azonban észben tartani, hogy éltala-
ban sem ¢,, sem pedig ¢* nem terjeszthetd ki a vegyes tipusu tenzorokra.

Abban az esetben, amikor M és N ugyanolyan dimenziéjdak, tovabba ¢ : M —
N nemcsak C"-osztalyd, hanem egy C"-osztalyu diffeomorfizmus is — ekkor



134 9. FEJEZET. TENZOROK ELORETOLASA ES VISSZAHUZASA

a ¢ leképezés kolcsondsen egyértelmi, igy létezik az inverze, tovabba a ¢!
inverz maga is C"-osztalyd — akkor a ¢ segitségével definidlt ¢* leképezés
hatdsa tetszSleges (k,)-tipust tenzorokra értelmezhetd. Ekkor, példaul (¢ ')
segitségével, az N-en értelmezett vektorokat is vissza tudjuk hizni M-re, de

*

val6jdban ennél tobb igaz.

9.0.3. Definicio. Legyen a ¢ : M — N leképezés CT-osztdlyi diffeomorfizmus
M és N = ¢[M] kozott. Jelolie ¢* : T*1(9(p)) — T*i(p) azt a leképezést,
amely a p pont tetszéleges vdlasztdsa esetén valamely T %y, € T*1(9(p))
tenzorhoz azt a (¢*T)“ %, , € T (p) tenzort rendeli, amelyre a

(@)%, 4 (970N ) gy (970D ) (971 v )" oo ((07) v, ) [ =

_ ay..q (1) (k) (b by

=T bi..by Way - Wgy V(]) ...V(I) |¢(p) (909)
egyenldség teljesiil tetszbleges @y ..., @4 € T*(¢(p)), valamint VZ) e ,Vz) €
T (§(p)) vdlasztds esetén.

Az igy definidlt ¢* leképezés egy linedris kapcsolatot 1étesit az N, illetve M
sokasag egymasnak megfeleld pontjai felett értelmezett vegyes tipust tenzorok
kozott.!

Diffeomorfizmusok esetén az imént ismertetett eljarassal teljesen analég moé-
don, a ¢, : T (p) — T (¢(p)) leképezés is kiterjeszthets tetszGleges vegyes,
azaz (k,l)-tipusd tenzormezGkre. Azonban megmutathatd, hogy az igy defi-
nidlt ¢, leképezés nem mds mint (¢~')*, igy a tovabbiakban az 4ltalinossag
elvesztése nélkiil szoritkozhatunk a ¢* haszndlatara.

A ¢ leképezés hatdsdnak teljesebb megértése érdekében alkalmazzuk most a
(9.0.9) egyenletet valamely a ¢(p) pont kornyezetében értelmezett (y!,...,y")

IEmlékezziink arra, hogy bdrmely tenzor — ahogy azt a 3. alfejezetben megfogalmaztuk
— egyszertien egy multilinearis leképezés az alap érint6térnek és dudlisanak megfelel6 szamu
képidjabol képzett Descartes szorzatbol a valds szamok halmazaba. fgy egy tenzor akkor ismert,
ha hatédsa ezen szorzattér tetszolegesen valasztott eleme esetén ismert. Ebben az értelemben a
(9.0.9) egyenlet egyértelmiien meghatdrozza a (¢*T)“ %, , tenzort.



135

lokdlis koordindtakhoz tartozé {(d/dy*)?} bazis {(dy*),} duélis bazisparja-
nak elemeire. Konkrétan legyenek most @)’ = (dy™),,..., @ = (dy™),,
valamint vii = (9/ ayPrye ... A dyP) a koordinata névindexek vala-
mely o, ...,0% és PBi,..., B vlasztdsa esetén. Ekkor (9.0.9) jobb oldala éppen
aTé%, € Tk (d(p))tenzor {(9/dy*)*} és {(dy*),} dudlis bazisparjd-
hoz tartozé komponenseivel egyezik meg , azaz

b b,
T alb[...bl (01(11]) e l(lll?v(]l) . V(/) IdJ(p) =T* w‘ﬁl_._ﬁ] |y(¢(P)) . (9.0.10)

Kihaszndlva ezek utdn azt, hogy a ¢*, valamint (¢~')* leképezések matri-
xaira a [9*]", = (%), valamint [(¢~1)*]# = (%) reléciok teljesiilnek
—ahol (x',...,x") a p € M pont kirnyezetében az x*(p) = y*(¢(p)) rels-
cidk dltal értelmezett lokélis koordindtakat jeloli —a (¢* ), € T*(p) és a

((91)*v,,)" € F(p) vektorokat a

(9" 00)q, = (0" (")) = (19" (Yo = (dx"),  (90.11)

(@) v, ) = (9/ay)’ = ([(97") 1", (9/9y"))" = (9 /It )"
(9.0.12)
alakban firhatjuk fel. Ezek utan a (9.0.9), (9.0.10), (9.0.11) és (9.0.12) egyen-
leteket figyelembe véve kapjukaz aldbbi lemmat.

9.0.2. Lemma.

(@"T)* %5, lsip) =T p,..ilyo () (9.0.13)

azaz a §(p) pontban értelmezett T'%,, , tenzorhoz a ¢* leképezés a p
pontban értelmezett azon (¢*T )*1-% by, tenzort rendeli, amelynek a p € M
pont kirnyezetében az x*(p) = y* (¢ (p)) reldcick dital értelmezett (x',... ,x")
lokdlis koordindtdkra vonatkozo komponensei megegyeznek T®%, 1, -nek a
0(p) pont kirnyezetében értelmezett (y',...,y") lokdlis koordindtdkra vonat-
kozo komponenseivel.
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Ezek utan a kontrakcidképzésre, illetve a tenzori szorzatra vonatkozé 3.1.1 és
3.2.1 definicidk felidézése révén viszonylag konnyen megoldhatdk az aldbbi
feladatok is.

9.0.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ¢* felcserélhetd a kontrakcioképzéssel.

9.0.2. Feladat. Legyenek T, illetve S tetszdleges (k,l1)-, illetve (K',1)-tipusii
tenzorok a ¢(p) € N ponthoz tartozé 7 (¢ (p)) érintétér folott. Mutassuk meg,
hogy ekkor ¢*(T ® S) = ¢*T ® ¢*S teljesiil p € M-ben.

Befejezésiil felidézziik a szimmetriatranszformaciok fogalmat.

9.0.4. Definici6. Legyen T %, 1, (k,I)-tipusii tenzormezd az M differen-
cidlhato sokasdgon, valamint legyen ¢ : M — M egy C"-osztdlyu diffeomor-
fizmusa M-nek onmagdra. Ekkor azt mondjuk, hogy a ¢ : M — M leképezés
a T4%, p, tenzormezdre nézve szimmetriatranszformdciot hatdroz meg, ha
(@ T)" %y, =T %y, p, azaz bdrmely p € M-re a (¢*T)"1=%, |, =
T %y, b |p egyenldség teljesiil (ldsd a (9.1) dbrdt).

9.0.5. Definicié. A metrikdt invaridnsan hagyo szimmetriatranszformdciot izo-
metriatranszformdcionak nevezziik.

9.1. A metrika globalis létezése

Amint arra mar tobbszor utaltunk, tobbféle matematikai struktura 1€tezé€sének,
igy a metrika globdlis 1étezésének is az a feltétele, hogy az alapsokasdg para-
kompakt legyen.

El6szor idézziik fel, hogy valamely 6sszefiiggé Hausdorff-féle C"-osztalyu dif-
ferencidlhaté sokasdg pontosan akkor parakompakt, ha taldlhat6 hozzd egy
megszdmldlhat6 lokdlisan véges C™-osztdlytd {(O(;), y(;))} atlasz.
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Ty

9.1. dbra. A ¢ : M — M leképezés segitségével a QrTN Uy . valamint a T4y,
tenzorok barmely p € M pontban 6sszehasonlithatok.

1

Megmutathaté — lasd [21] Appendixének harmadik fejezetét — hogy ez az
{(Gi), W)} atlasz mindig megvdlaszthat6 dgy is, hogy az &(; alaphalma-
zok legyenek lokdlisan kompaktak, azaz azok ;) lezértjai legyenek kom-
pakt részhalmazai M-nek. [21]-ban annak bizonyitdsa is megtaldlhatd, hogy
barmely C"-osztdlyd parakompakt differencidlhat6 sokasdghoz taldlhat6 C’-
osztalyu egységfelbontas.

9.1.1. Definicié. Legyen M egy C"-osztdlyii parakompakt differencidlhaté so-
kasdg az {(ﬁ(i), l//(,»))} megszdamldlhato, lokdlisan véges atlaszra nézve. Ekkor
a C"-osztdlyii { f(; : M — R} valds fiiggvények halmazdt az {(0;), W)} at-
laszhoz tartozo egységfelbontdsnak nevezziik, ha az aldbbi hdrom feltétel tel-
Jjesiil:

(1) Az i) fiiggvények nulla és egy kozotti értékeket vesznek fel, azaz bdr-
mely i € N-re
0<fuy<1. (9.1.14)

(2) Az fa) fiiggvény tartojanak lezdrtia mindig része az azonos ,,i” indexii
Oiy C M nyilt halmaznak, azaz {p € M| f;(p) # 0} C Oy;) bdrmely i-
re.
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(3) Az f; fiiggvények dsszege bdarmely p € M pontban egy?, azaz tetszéle-
ges p € M-re
Y folp)=1. (9.1.15)

i=1

Az egységfelbontds 1étezését kihaszndlva most megmutatjuk, hogy parakom-
pakt sokasdgokon mindig létezik metrika.

9.1.1. Lemma. Legyen M C"-osztdlyii parakompakt differencidlhato sokasdg.
Ekkor M-en létezik (globdlis) C''-osztdlyii Riemann-metrika.

Bizonyitas: Az éllitas helyességének belatdsdhoz tekintsiik M egy megszam-
ldlhato, lokdlisan véges {(&(;), ¥(;)) } atlaszdt, valamint tegyiik fel, hogy {f; }
egy ehhez tartozé egységfelbontds. Tekintsiik most kiilon-kiilon az ;) alap-

halmazokon azokat a (0,2)-tipust szimmetrikus C"~'-osztdlyd (W(*i) <,>)ab

tenzormezdket, amelyeket az R"-nel koordinatazott n-dimenziés E" Euklideszi
tér v, [ﬁ’(,-)] részhalmazain értelmezett természetes <, >, Riemann-metrika-
nak a C"~!'-osztilyd l//(*i) leképezések éltali visszahizdsa hatdroz meg. Mivel
az {(0;), y;))} atlasz lokalisan véges, az (W(*i) <,>)ab tenzormez6k f; fligg-
vényekkel stlyozott, minden pontban véges

gab =Y Foy (Wi <->)av 9.1.16)

osszege jol definidlt. Az igy kapott g, egy (0,2)-tipusti szimmetrikus C~!-
osztalyd nemdegeneralt tenzormezSt hataroz meg az alapsokasagon, azaz g,
valban egy C"~!-osztalyd Riemann-metrika M-en. O

9.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (9.1.16) egyenlet dltal definidlt (0,2)-
tipusu szimmetrikus tenzormezd valoban nemdegenerdilt.

2Mivel a {(0(3), wi))} atlasz lokdlisan véges barmely p € M pontban a Y2 f(;(p) = 1
osszegben mindig csak véges sok nem zérus elem szerepel.
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9.1.1. Megjegyzés. Nyilvdnvalo, hogy a (9.1.16) dsszefiiggéssel meghatdro-
zott metrika fiigg az {(O(;), W)} atlasz, valamint az egységfelbontds megvd-
lasztdsdtol. Igy mindig tobbféle Riemann-metrika is megadhaté M-en.

Erdemes azt is megvizsgélni, hogy valamely C”-osztalyt, parakompakt M dif-
ferencidlhat6 sokasagon milyen feltételek mellett adhaté meg egy C"~!-oszté-
lyd Lorentz-szignatirdji metrika.

Legyen g,;, egy C"'-osztilyti Riemann-metrika M-en.> Tegyiik fel tovdbba,
hogy M-en megadhaté egy sehol el nem ting legaliabb C"~!-osztalyt v¢ vek-
tormezS. Beldthatd, hogy a v* vektormezd, a g,, Riemann-metrika, valamint
a

:g\aeVe (/g\bfo

~ 9.1.17)
gijv'v/

8ab :(/g\ah_z

osszefiiggés segitségével meghatdrozott (0, 2)-tipusd szimmetrikus tenzormez3
nemdegenerilt, azaz egy C"~'-osztalytd metrikat hataroz meg M-en.*

9.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az (9.1.17) egyenlet dltal meghatdrozott
8ab metrika Lorentz-féle, azaz szignatirdja valoban (—,4+,...,+), tovdbbd
hogy a v* vektormezd idGszerii a g, metrikdra nézve.

Beldthatd, hogy barmely C"-osztdlyd parakompakt (de nemkompakt) differen-
cidlhaté sokasdgon megadhaté egy sehol el nem ting C'~!-osztalyd vektor-
mezd. Kompakt differencidlhaté sokasdgokon ez pontosan akkor tehetd meg,
ha a sokasag Euler-invariansa eltlinik. Példaul egy kétdimenzids térusz topolo-
gidju sokasdgon mindig megadhatd, mig egy kétdimenzidés gombi topologidval

2z

rendelkezé feliileten nem adhaté meg egy sehol el nem tlind a feliiletet érintd

3 Amint azt lattuk, ebbél is mindig tobbféle 1étezhet.

4A (9.1.17) bsszefiiggés dltal meghatarozott metrika véltozatlan marad, ha a v¢ vektormez
helyett a —v¢ vektormezGt hasznaljuk. Igy minden C'-osztalyt, parakompakt M differencidl-
hat6 sokasdgon a (9.1.17) osszefiiggés akkor is egy C"~'-osztdlyd Lorentz-szignatirji metri-
kat hataroz meg M-en, ha rajta csak egy +v“-vel jellt hatdrozatlan elGjeld sehol el nem ting
C"Losztalyd vonalelemmezé adhaté meg [25].
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vektormezd. Miel6tt azonban kedviinket szegné ez a korlatozas, érdemes meg-
jegyezni, hogy minden kompakt alapsokasdgi téridében sériil a kauzalitds.
Pontosabban fogalmazva megmutathaté — 14sd példaul [27] 4.33-as allitasat
— hogy egy kompakt alapsokasagu téridd tetszéleges pontjan keresztiil fut zart
iddszert gorbe. Ennél fogva a kompakt alapsokasagu térid6kre — melyek az
emlitett kauzalitas-sértések folytin megfigyeléseinkkel Ossze nem egyeztet-
hetéek — dgy tekintiink mint fizikailag nem adekvatakra és igy — ugyancsak
filozéfiai meggondoldsokra hivatkozva — altaldban ki is zarjuk Oket a vizsgala-
tainkbol.

A fenti megallapitasok értelmében barmely parakompakt (de nemkompakt)
differencidlhaté sokasdg felett 1étezik globdlis értelemben is j6l definidlt met-
rika. Mivel sem a g,, Riemann-féle metrika, sem pedig a v* vektormez3 nem
egyértelmd, a (9.1.17) relacié édltal meghatdrozott Lorentz-szignatirajd met-
rika sem az.

A kovaridns derivalds miveletének globalis értelmezhetGségét vizsgdlva meg-
mutattuk, hogy valamely M differencidlhaté sokasdgon mindig értelmezhetd
globalisan joldefinidlt kovaridns derivalé operdtor, ha azon globdlis metrikus
struktira adhat6 meg. A fenti megallapitdsaink értelmében egy parakompakt
sokasagon mindig létezik globdlisan j6l meghatdrozott metrika és igy kovari-
dns derival6 operator is.



10. fejezet

Lie-derivalt

Legyen M tetszSleges C"-osztdlyu differencidlhaté sokasdg, v¢ pedig egy M-
en értelmezett differencidlhat6 vektormezs, valamint ¢ : (—€,€) x M — M a
v¢-hoz tartoz6 lokdlis egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport. Ekkor min-
den rogzitett 1 € (—&,¢€) értékre, a (9) alfejezetben ismertetett konstrukcid-
nak megfelel6en, barmely p € M pont valasztdsa esetén értelmezhetSk a ¢, :
T*1(d:(p)) — T*1(p) leképezések, melyek felhasznaldsdval Gsszehasonlitha-
t6k a ¢ (p) pontbdl p-be visszahtizott (¢, T)"%, € T*(p), valamint a
Th%, €T k(p) tenzorok (lasd a (9.1) 4brét). Ezeket felhaszndlva a Lie-
derivaltat az aldbbiak szerint értelmezhetjiik.

10.0.2. Definicio. Legyen v* differencidlhato vektormezd M-en. Ekkor a v¢
vektormezd menti Lie-derivdlton azt a C™-osztdlyi (m < r) (k,l)-tipusi ten-
zormez6k terébél a C"-osztdlyii (k,1)-tipusii tenzormezdk terébe vivd £, :
Tk (M) — T* (M) leképezést értjiik, amely a T %, b € T*(M) tenzor-
mezohoz az

*7\dj...q _ 7ay..q
£, TN %, =1lim (9°7) kbl-.-bl T “bi.by
v 1---bp —
t

im t (10.0.1)

reldcioval értelmezett tenzormezot rendeli.

141
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10.1. A Lie-derivalt tulajdonsagai:

(1) Az £, : Tk (M) — T* (M) leképezés linedris, hiszen a ¢ : T%,(¢:(p))
— T%,(p) leképezések tetszSleges p € M pont és t € (—€, &) érték vi-
lasztdsa esetén linedrisak.

(2) £, tiszteletben tartja a Leibnitz-szabélyt, hiszen barmely (k,[)-tipusd T,
illetve (k',1")-tipusi S tenzormezd esetén
{¢,*(T®S) — T®S]
t

|:[(¢1*T) ® ((pt*S) -T® ((Pt*

£,(T ®S) =lim

t—0

:lim[

t—0

(¢t*T) ® (¢I*S) -T ®S:|
t

+[T(¢S)— T®S]}

=lim

1—0 t

=(&HT)RS+T @ (£S), (10.1.2)

ahol a mdsodik Iépésben a ¢;" leképezés (9.0.2) feladatban megfogalma-
zott tulajdonsdgat hasznaltuk fel.

(3) £, kommutdl a kontrakcid képzéssel, hiszen a (9.0.1) feladatban megfo-
galmazott allitds értelmében a ¢, : 7% (¢,(p)) — T%(p) leképezések
tetszGleges p € M pont és t € (—&, €) érték vdlasztdsa esetén kommutdl-
nak vele.

(4) A (10.0.1) definiciot kovetve barmely f: M — R fiiggvényre is értel-
mezhetd a £, Lie-derivélds, mely a ¢* f = fo ¢ hozzdrendelési szabdly
értelmében, a v vektormezd menti irdinymenti derivalds 2.1.1 definicid-
javal szinkronban az

£, F=v(f) =vV.f (10.1.3)

formdban adhat6 meg.

A fenti definicié alapjan az is konnyen beldthatd, hogy a v vektormez6hoz
tartozé ¢ : M — M leképezések pontosan akkor lehetnek barmely 1 € (—¢, €)
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értékre egy T4 %y, p, € T k(M) tenzormezére nézve szimmetriatranszfor-
maciok, ha az £,T%%,, ; Lie-derivalt azonosan zérus M-en.

10.2. Illeszkedo koordinatak

Ahhoz, hogy a v¢ vektormez6 menti Lie-derivalt hatdsat meghatarozhassuk,
célszerd a v* vektormezShoz illeszkedd lokalis koordinatarendszer fogalmat
bevezetniink.

Egy, a v¢ vektormez8hoz illeszkedd lokdlis koordinatarendszert ugy készitiink
el (Idsd a 10.1 dbrat), hogy valamely p € M pont egy O, nyilt kdrnyezetében
felvesziink egy tetsz6leges ¥ hiperfeliilet-darabot tgy, hogy a v*-hoz tartoz6
integralgorbék sehol sem érintsék X-t.! Legyenek (x?,...,x") tetszSleges koor-

10.1. abra. A v¢ vektormezShoz illeszked lokdlis koordindtarendszer elkészitésének illuszt-
racioja.

dindték az (n — 1)-dimenzids X hiperfeliileten. Ezen koordinétdkat, mint fiigg-
vényeket mindig kiterjeszthetjiik v* integralgérbéi mentén &),-re ugy, hogy

lyen X feliiletdarabot generdlnak példdul a p € M pontbél a v¥ vektorra merdleges érintével
inditott bnmagukkal parhuzamos gorbék (lasd a 10.1 abrat).
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azok értékét fixen tartjuk az integralgorbék mentén. Amennyiben ezek utan x!
koordinataként az integralgorbék olyan szinkronizalt ¢-paraméterezését hasz-
néljuk, amelyre t|y =dllandd, akkor az igy eldallitott x!,... x" fiiggvények
rendszere éppen egy a v¢ vektormezShoz illeszkedd lokdlis koordindtarend-

szert hatdroz meg 0),-n.

Ilyen koordindtarendszerekben a v¢ vektormez&hoz tartozd integralgorbék al-
kotjak az x!-koordinatavonalakat, aminek megfelelSen a v* = (d/dx')%, vagy
— ami ezzel ekvivalens — v* komponenseire a v® = §%; relécié teljesiil.

Az imént bemutatott konstrukciénak megfelelden az (x?,...,x") koordindtak
tetszbleges valasztasa révén nagyon sokféle v vektormezéhoz illeszkedd loka-
lis koordinatarendszer 1étezik. Ennek ellenére konnyen belathato, hogy fligget-
leniil a konkrét vdlasztdstol, amennyiben valamely p € M pont koordinatdi va-
lamely v¢ vektormez6hoz illeszkedd lokalis koordindtarendszerben (x!... x"),
akkor a ¢;(p) pont (y',...,y") koordindtdira az y' =x' 41,y =x*,...,y" =x"
reldciok teljesiilnek. Mindezeket a (9.0.13) reldcié levezetése sordn bemuta-
tott érveléssel Osszevetve l4thatd, hogy barmely a v vektormez&hoz illeszkedd

(x',...,x") lokdlis koordin4takban

(/TN g (6!, X) =T %g g (M 41, x"). (1024

Ezen relédci6 egyenes kovetkezményeként, barmely a v¢ vektormezdhoz illesz-
kedd lokdlis koordindtarendszerben egy 7% %, , € k, tenzormezd Lie-
derivéltjinak koordindtakomponenseit a 7%, , tenzormez6 koordinata-
komponenseinek x' koordinatak szerinti parcidlis derivaltjaként adhatjuk meg,
azaz az

IT*%p, .

BTNy =g (102.5)

Osszefiiggés teljesiil.

Mindezekbdl specidlisan az is kovetkezik, hogy a v¢ vektormez$ altal gene-
ralt ¢ lokalis egyparaméteres diffeomorfizmus-csoport elemei pontosan akkor
lesznek barmely ¢ € (—¢, €) értékre egy T %, € T k;(M) tenzormezdre
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nézve szimmetriatranszformaciok, ha a v* vektormezéhoz illeszkedd tetszo-

1

leges (x',...,x") lokdlis koordindtarendszerben a T*~%g 5 komponensek

fiiggetlenek az x' koordinat4tol.

10.3. A Lie-derivalt koordinatamentes alakja

Mivel el6fordul az is, hogy egyszerre tobb, egymastdl fiiggetlen vektorme-
z6re vonatkozé Lie-derivaltat is meg kell tudnunk hatdrozni, elényds, ha a
Lie-derivalds hatdsat nemcsak az illeszkedd, de tetszdleges koordinatdkban,
illetve koordinatamentes alakban is meg tudjuk hatarozni.

Ehhez tekintsiink el6szor egy tetszleges w* differencialhaté vektormezt M-
en. Ekkor egyrészt — amint azt fentebb megmutattuk — minden a v¢ vektorme-
z6hoz illeszkedd lokalis koordindtarendszerben az

aIw®
o _
Osszefliggés teljesiil. Masrészt azt is tudjuk, hogy a v¢ vektormezbhoz illesz-
ked§ (x',...,x") lokalis koordinitarendszerben a v¢ és w* vektormezdk kom-

mutétorara, a v& = 8% relécié folytdn

aw? av* Iw?
[V’W]a:§‘<VﬁMWﬁM> =0 (10.3.7)
teljesiil. Mivel mind £,w“, mind pedig [v,w]¢ ugyanolyan, (1,0)-tipusu ten-
zormezSk M-en, tovdbbd az £,w? — [v,w]® kiilonbségvektor komponensei a v*
vektormez6hoz illeszkedd tetszSleges lokalis koordindtarendszerben zérus ér-
téket vesznek fel, maga a kiilonbségvektor is csak a zérus vektor lehet, azaz
az

£,w = [v,w]* = vV, w —wV, v (10.3.8)

Osszefiiggésnek kell teljesiilnie, ahol V, most — igy ahogyan a (7.1.8) relacié
szarmaztatdsa sordn — egy tetszéleges torziomentes kovaridns derivalé opera-
tort jelol.
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A Lie-derivélds hatasat kiilonféle tenzormez6kon a kordbban, példaul a kova-
ridns derivalds tulajdonsigainak vizsgalata sordan alkalmazott médszerek se-
gitségével adhatjuk meg. Igy példaul valamely @, dudlis vektormez$ Lie-
derivaltjat az aldbbiak szerint szarmaztathatjuk.

Legyenek w, € 7% (M) és w* € .7 (M) vektormezdk tetszGlegesek. Tekintsik
a £y(w,w?) = v°V,(w,w") egyenlet két oldaldnak kiilon-kiilon vett kifejtését
ugy, hogy a Leibnitz-szabalyt el6szor az £, operatorra

£y(0,w?) = (£y0,) W'+ @, (£,W7) , (10.3.9)
madsodszor pedig a V, operatorra alkalmazzuk
VeV, (0,w?) = (V¢V,.@,) W' + @, (V¢ V,w?). (10.3.10)

Ekkor a két utdbbi, valamint a (10.3.8) egyenlet, toviabbd a w* vektormezd
tetszOlegessége folytan, végiil egyszerd algebrai atalakitasok révén az adddik,

hogy
£,0, = V'V, + 0, Vv . (10.3.11)

Hasonlé meggondoldsok alapjan egy tetszdleges (k,l)-tipusd 7%, ., €
Tk, (M) tenzormezs esetén megmutathatd, hogy
k i

BTy = OV Ty Y Ty Yy (10.3.12)

i=1

l
+ Z Tal...ak i Vb.Ve ,
j=1 by...e...b;

ahol V, most is egy tetszSleges torzidmentes kovarians derivald operatort jelol.
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10.4. Killing-vektormezok

10.4.1. Definicio. Legyen M egy C"-osztdlyu differencidlhato sokasdg, vala-
mint ¢, : M — M egy lokdlis egyparaméteres izometria-csoport M-en. Ekkor
¢, generdtordt Killing-vektormezdnek nevezziik.

Ezen definicié értelmében a metrikdt invaridnsan hagy6 egyparaméteres izo-
metriacsoport generdtora, a £ € 7 (M) vektormezd, a (10.3.12) egyenletnek
megfeleléen, pontosan akkor Killing-vektormezd, ha

£!§gah 25‘/%(%/;4‘ gehvage +gaevb§e = 2V(u§b) =0, (10.4.13)
azaz ha a £“ vektormez3 eleget tesz a
Vi&p+V&a =0 (10.4.14)

Killing-egyenletnek, ahol most V, a metrikaval kompatibilis kovaridns deri-
val6 operdtort jelol.

10.4.1. Megjegyzés. A fenti definicionak megfeleléen, a geometrizdlt gravitd-
cioelméletekben a Killing-vektormezdket a tériddszimmetridk generdtorainak
is szoktuk nevezni. Emmy Noether eredményeinek megfelelden azt vdrjuk, hogy
a tériddszimmetridkhoz is tartozniuk kell valamilyen ,, mozgdsdllandoknak .
Az aldbbi lemma értelmében egy ilyen megmarado mennyiség rendelhetd min-
den geodetikus pdlydn mozgo részecskéhez, illetve megfigyeléhdz. Ennek se-
gitségével értelmezziik késobb példdul a gravitdcios voroseltoloddst, de segit-
ségiinkre lesz a geodetikus pdlydk meghatdrozdsa sordn is.

10.4.1. Lemma. Legyen &® Killing-vektormezd M-en. Legyen tovdbbd A egy
affinparaméterezett geodetikus gorbe és jelolje T ennek érintévektordt. Ekkor
a T, kontrakcié dllandé A mentén.

Bizonyitds: A T, kontrakcié pontosan akkor dlland6 a A geodetikus gorbe
mentén, ha a T?V,,(&,T%) irdnymenti derivalt A tetszdleges pontjaban eltiinik.
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Ez azonban a vizsgilt esetben a
TOV(8T) = TT"Via + &a( TV, T) (10.4.15)

reldci6 folytan mindig teljesiil, hiszen az els6 tag a T¢T?Vy&, = TUTPV &, =
TeT? V(béa) egyenldségek, valamint a Killing-egyenlet miatt zérus értékd, mig

amadsodik tag azért tlinik el, mert 7% az affinparaméterezett A geodetikus gorbe

érintdvektora. O



11. fejezet

Differencialformak

11.0.2. Definicio. Legyen M tetszdleges n-dimenzids differencidlhaté sokasdg.
Ekkor a p pontban értelmezett teljesen antiszimmetrikus (0,r)-tipusi tenzoro-
kat ,, r-formdknak > nevezziik, ugyanakkor ezek osszességét — mely az Ossze-
adds és skaldrral valo szorzds miiveletére nézve R felett linedris teret alkot —
A, (p)-vel jeldljiik.

Az imént megfogalmazott definicié értelmében valamely @, o € 7 Or(p)
pontosan akkor r-forma, azaz @, .. € A,(p), ha

Dty = Oy (11.0.1)

Ezen feliil, megallapodds szerint, a p pontbeli dudlis vektorokat 1-formdknak,
mig a valés szamokat O-formaknak tekintjiik.

Mivel formak mindig csak alsé, kovaridns indexekkel rendelkeznek, tovabba
ezekben az indexekben mindig teljesen antiszimmetrikusak, a szakirodalom-
ban sokszor az indexek kiirdsa nélkiil egyszertien a forma bet(ijelének vasta-
gon szedett véltozatdval szokds jelolni Sket. Ezzel a jelolési eljarassal idon-
ként mi magunk is élni fogunk. Ennek a konvenciénak megfeleléen, példaul
az Wy, _q, € Ar(p) r-formdt @-val is jelolhetjiik.

149
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11.1. Kiilso szorzas és kiilso derivalas

Legyenek most @y, 4, €s Ug,.. 4, tetszOleges r- és s-formdk. Ezek @ @ u ten-
zori szorzata dltaldban nem lesz (r+s)-forma, ellenben az igy kapott (0,r+s)-
tipusu tenzort antiszimmetrizalva jutunk el a kiilsd szorzas miveletéhez.

11.1.1. Definicié. A A : A,(p) X As(p) — Aris(p) kiilsd szorzds az @y, .4, és
Hay...ap» T~ €s s-formdkhoz az

r+s)!
(w/\nu)al...arbl...bs = % (D[al...ar.ubl...b;] (11.1.2)

osszefiiggés dltal meghatdrozott r + s-formdt rendell.

Az antiszimmetrizal4s definicidjat felhasznélva az is konnyen beldthatd, hogy
az imént definidlt A-szorzas ,, antikommutativ ”, azaz eleget tesz az

orNp=(—1)"ur® (11.1.3)

relaciénak. Igy a A-szorzds a A(p) = Ag(p) ©A1(p) ©--- D A, (p) direktosszeg
teret, a A,(p) A Ag(p) C Arys(p) Osszefiiggés folytdn, egy ,, progressziv -
algebrava teszi.

7z

Mivel az r-formdk specidlis, (0,r)-tipusd tenzorok, minden r-forma elGallit-
haté 1-formak r-szeres tenzori szorzataibol képzett teljesen antiszimmetrikus
linedrkombin4cidk segitségével.

11.1.1. Feladat. Tekintsiik a p € M pontbeli érintétér *(p) dudlisdnak egy
tetszoleges {efla)} bdzisdt. Mutassuk meg, hogy a kiilsé szorzat felhaszndld-
sdval megkonstrudlhaté r-szeres e A--- A el alakii szorzatok {ef!’ A --- N

es”} dsszessége a M, (p) tér bdzisdt hatdrozza meg.

r

Mivel {ef) A--- Ael”} bazisa A,(p)-nek, tovibbé a baziselemeket megha-
tdrozé r-szeres A-szorzatokban el6forduld tényezdknek mindig kiilonbozdek-
nek kell lenniiik, kdnnyen beldthatd, hogy dim(A,(p)) = (") feltéve, hogy
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0 < r <n, tovabbd, A,(p) = {0}, azaz dim(A,(p)) = 0, ha r > n. Mindezek
alapjan az is nyilvanvald, hogy amennyiben » + s > n, akkor egy r- és egy
s-forma kiilsé szorzatként kapott forma azonosan elttinik.

Tekintsiik most az M-en értelmezett r-formamez6k A, (M )-mel jel5lt halmazat,
amely az Osszeaddsra €s a skaldrral vald szorzdsra nézve R felett linedris teret
alkot.

11.1.2. Definici6. Legyen V, egy tetszdleges torziomentes kovaridns derivdlo
operdtor M-en. Ekkor a C*-osztdlyii r-formamezéket a C*~-osztdlyi r+ 1-
Sformamez6k terébe képezd d : A,(M) — A1 (M) kiilsé derivdldson azt a le-
képezést értjiik, amely az @, 4, € A (M) r-formamezéhiz a

(dO)pay.ap = (r+ 1) Vip@y, _a (11.1.4)

egyenlet dltal értelmezett (r+ 1)-formamezdt rendeli.

11.1.1. Lemma. A kiilsé derivdlds miivelete fiiggetlen a (11.1.4) definicioban
haszndlt kovaridns derivdlo operdtor megvdlasztdsdtol.

Bizonyitas: Az éllitas igazolasaként elegendd a kovaridns derivalé operatorok
hatdsanak eltérését kifejezd (5.2.17) egyenletre hivatkoznunk, hiszen emiatt a

,
Vis@a, ) = VipDay ) = Y, Cd[baj Oay..[d).ar) = 0 (11.1.5)
j=1 L

reldcio teljesiil, ahol egyediil a C%, (1,2)-tipusi tenzor alsé indexeiben vett

szimmetrikus voltat haszndltuk ki, ami a V, és a V, operatorok torziémentes-
ségébdl kovetkezik. O

Igy a kiils derivdlt meghatdrozdsa sordn az M differencidlhaté sokasdg bar-
mely (0, y) térképén — az éltaldnossdg megszoritdsa nélkiil — haszndlhatjuk
az ott értelmezett d, derival operdtort is. Ennek felhaszndldsdval kénnyen
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ellendrizhetd, hogy a kiilsd derivalas miveletét kétszer alkalmazva mindig a
zérus formahoz jutunk, azaz d*> = d od = 0, hiszen barmely (&, y) térképen

(d*0)chay..a, = (r+2)(r+1) 90 0y 4 =0, (11.1.6)

mivel a d, és dj, derivdl6 operatorok sorrendje tetszGleges tipust tenzormezdk
esetén felcserélhetd.

Azokat a formamezdket, amelyek kiilsé derivaltja eltlinik, zdrmak nevezziik.
Fentebb lattuk, hogy azok a formdk, amelyek valamely mas formamezdk kiilsé
derivéltjaként adhaték meg—ezeket a formakat egzakmak is szokds nevezni—
mindig zdrtak. Az aldbbi, Poincaré-lemma néven ismert allitds értelmében
a zart formak altaldban csak lokdlisan adhaték meg ugy, mint valamely mas
forma kiils6 derivaltja [53].

11.1.1. Tétel (Poincaré-lemma). Legyen (O, ) egy térkép M-en. Legyen to-
vdabbd Q C O olyan nyilt részhalmaz, mely sima médon dsszehiizhato, Q va-
lamely p pontjdra abban az értelemben, hogy taldlhato hozzd olyan C™ F :
[0,1] x Q — Q leképezés, amelyre F(1,q) = q, valamint F(0,q) = p bdrmely
q € Q pont vdlasztdsa esetén. Tegyiik fel tovabbd, hogy @ zdrt r-formamezd
Q-n, azaz da = 0. Ekkor @-hoz mindig taldlhaté olyan B (r — 1)-formamezd
Q-n — ezt & potencidljdnak is szokds nevezni — amelyre a dB = @ egyenldség
teljesiil.

11.2. Sokasagok iranyithatésaga

Legyen M tetszGleges n-dimenzids differencidlhaté sokasdg, (€, v) pedig egy
térkép M-en az (x!,...,x") lokdlis koordindtakkal. Ekkor barmely, az & térké-
pen értelmezett n-formamez§ sziikségképpen ardnyos a (dx')y, A« A (dx"),,
kiils§ szorzattal, hiszen ¢ minden egyes p pontjaban dim(A,(p)) = 1.
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11.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy amikor (0", ') egy az (O, y)-vel dtfeds
olyan térkép, amelyen (X', ..., X'") lokdlis koordindtdk, akkor €N 0'-n a

o

dX A A dxX" —det< al

= ) cdx' NN dX (11.2.7)

reldcid teljesiil, ahol (dx'" /dx") az X" = X" (x) koordindta-transzformdcié
Jacobi-mdtrixdt jeloli!

11.2.1. Definicié. Az M differencidlhaté sokasdgot irdnyithatonak nevezziik,
ha taldlhaté hozzd olyan {(O(q), W(a))} atlasz, amelyre bdrmely két dtfedd
0, N O, # 0 1érkép esetén a koordindtatranszformdcio (axf; : / 8x(‘;)) Jacobi-
mdtrixdnak determindnsa pozitiv.

Mivel a Jacobi-matrixok nem valthatnak el6jelet, nyilvanval6, hogy barmely
két olyan térkép esetén, amelyek kozos része Osszefiiggd, a Jacobi-métrix de-
termindnsdnak pozitivitdsa egyszer(ien biztosithatd, hiszen ha az eredeti koor-
dindtdkra nézve nem lenne pozitiv, akkor példdul a nagyobb (a)-indext koor-
dinatafolton az 1-es és a 2-es koordinata-fiiggvényeket felcserélve ez mindig
elérhetd. Nyilvanvald, hogy ez az eljaras akkor is miikodik, ha azt gondolat-
ban lokélisan megszdmldlhatéan végtelen sok, 0sszefiiggd médon atfedd ko-
ordindtarendszerre kell alkalmaznunk. Mégsem igaz az, hogy barmely esetleg
csak véges sok térképpel lefedhetd differencialhaté sokasag iranyithaté lenne,
hiszen a kozos részek Osszefiiggbsége példaul mar a két térképpel lefedhetd
Mobius-szalag, vagy a szintén kompakt Klein-kancsé esetén sem biztositott.
Igy ezek a kompakt sokasdgok nem irdnyithatéak. Igaz azonban az aldbbi két
egyszerd allitas.

11.2.1. Lemma. Bdrmely irdnyithato parakompakt differencidlhato sokasd-
gon megadhato egy folytonos, sehol el nem tiiné n-formamezo.

Bizonyitds: Mivel M irdnyithatd, 1étezik hozzd olyan {(0(q), Y(q))} atlasz,
amely irdnyithatd, azaz az atfedd koordinatafoltjaihoz tartoz6 Jacobi-matrixok



154 11. FEJEZET. DIFFERENCIALFORMAK

mindeniitt pozitivak. Mivel M parakompakt, az {(&|4), Y(q))} atlaszhoz is ta-
lalhaté megszamlalhat6 sok térképet tartalmazd {(@ ;i) } lokdlisan véges
részatlasz. Jelolje {f;} az {(0;), y(;))} atlaszhoz tartozd egységfelbontdst.
Ekkor az

Cay..a, = Z f) Jar A A A )a, (11.2.8)

Osszefiiggés segitségével deﬁmalt n-formamezd M-en mindentitt jol definidlt,
hiszen (11.2.7) alapjan e, . 4, barmely ﬁ( j) térkép felett az

8x M
eal~~an|ﬁ(j> - Z |ﬂ7 et ( 0x ‘)/ )

véges Osszegként irhato fel. Az is azonnal lathat6, hogy e, .4, sziikségképpen

(11.2.9)

n

(dx! )y Ao A (A )

folytonos €s sehol nem tiinhet el, hiszen az atfed6 koordinatafoltokhoz tar-
toz6 Jacobi-métrixok determindnsai pozitivak, tovébbd az { f(i)} fliggvények a
0<fu(p) <1ésay,f;(p)=1relicicknak tesznek eleget barmely p € M
pontban. O

11.2.2. Lemma. Ha az M differencidlhaté sokasdgon megadhaté egy folyto-

P

nos, sehol el nem tiiné n-formamezd, akkor M irdnyithato.

Bizonyitds: Legyen {(0| (a))} tetszbleges térkép az M differencidlhaté
sokasdgon. Jelolje e,,. 4, az M en sehol el nem tling legalabb folytonos n-
formamez&t. A fentebb emlitett koordinatafiiggvényeket felcseréld eljardst
térképenként az {(O\q), Y(q))} atlasz elemeire alkalmazva elérhet, hogy az

(a)-index tetszSleges értékére O(q)-n a
Caray = F(dX Jay Ao Ad ), (11.2.10)

egyenldség teljesiiljon, ahol f az O4)-n mindeniitt pozitiv fiiggvény, hiszen
sem eg, . q,, sem pedig (dx(la))a, ARERW) (dxfa))an nem tlinhet el |4 egyetlen
pontjdban sem. Ez azonban a (11.2.7) egyenletnek értelmében, azt jelenti,
hogy az atfed6 koordindtafoltokon a Jacobi-matrixok determindnsai sziikség-
képpen pozitivak, azaz M iranyithaté a 11.2.1 definici6 értelmében. O
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A szakirodalomban legtobbszor az el6z6 lemma feltételeinek eleget tevd n-
formamezd 1étezését megkovetelve definidljak az M differencidlhaté sokasag
irdnyithatdsdgat, igy a tovdbbiakban mi is ezt tessziik:

11.2.2. Definicio. Az M differencidlhato sokasdgot irdnyithatonak nevezziik,

P

ha megadhato rajta egy folytonos, sehol el nem tiing n-formamezo.

Az imént bizonyitott két lemma értelmében barmely parakompakt sokasdg ese-
tén az irdnyithat6sdg (11.2.1) és (11.2.2) definicidiban alkalmazott meghataro-
zésai ekvivalensek.

Nyilvédnval6, hogy amikor valamely sokasdg irdnyithatd, akkor rajta mindig
két egymassal nem ekvivalens irdnyitas adhaté meg.

11.2.3. Definici6. Az e és € n-formamezdk dltal meghatdrozott irdnyitdsokat
ekvivalensnek tekintjiik, ha létezik olyan mindeniitt pozitiv folytonos f fiigg-
vény, amelyre € = f-e.






12. fejezet

Integralas sokasagokon

Tegyiik fel, hogy M irdnyithaté differencidlhaté sokasdg. Jelolje e az M ira-
nyitasat meghatdroz6 n-formamez&t. Ekkor e segitségével az M-en értelmezett
legaldbb C°, pontosabban fogalmazva Riemann-, vagy Lebesgue-féle értelem-
ben mérhet6 n-formamezdk integraljat az alabbiak szerint értelmezhetjiik.

Definialjuk el6szor az n-formamezdSk integrdljanak fogalmat lokalisan. Le-
gyen (O, y) egy térkép M-en és tegyiik fel, hogy a hozza tartozé (x!,... x")
lokdlis koordindtdk pozitivan irdnyitottak abban az értelemben, hogy létezik
olyan pozitiv folytonos f fiiggvény, amelyre dx' A--- Adx" = f- e teljesiil O-
n. Ekkor az & térkép felett barmely, az M sokasdgon értelmezett @ € A, (M)

n-formamezGét az
O =0 (d" A A(dx") (12.0.1)

formdban irhatunk fel.

12.0.4. Definicié. Legyen % C O kompakt részhalmaz és igy y|% | mérhetd
részhalmaza R"-nek. Ezek utdn az @ n-formamezd % C O tartomdnyra vett

integrdljdt az .
/ m:/ ®-dx'...dx" (12.0.2)
v y[%]
reldcioval definidljuk, ahol a jobb oldal az ® fiiggvény valos analizisbdl jol

157
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ismert, W[%| C R" halmazra vonatkozé Riemann- vagy Lebesgue-integrdljdt
jeloli.

12.0.3. Lemma. Az [, @ érték fiiggetlen az alkalmazott koordindtdik megvd-
lasztdsdtol.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy (0',y') egy az (O, y)-vel étfed6 olyan ma-
sik térkép, amelyen (¥'',...,x'") lokdlis koordinatdk, tovdbbd % C 0N &
Akkor a (11.2.7) és (12.0.1) egyenletek alapjan az is nyilvanvald, hogy ® =
det(dx'" /9x") - ', és igy az R"-en értelmezett integralok j6l ismert integrél-
transzformdcids szabdlya alapjan

/ (o~dx1...dx":/ o -dx' .. " (12.0.3)
v(%] v (%]

O

12.0.1. Megjegyzés. Erdemes megjegyezni, hogy az M sokasdg irdnyithato-
sdga alapvetd szerepet jdtszik az integrdl fenti értelmezése sordn. Amennyiben
M nem lenne irdnyithaté, akkor a (12.0.1) és (12.0.2) osszefiiggéseket felhasz-
ndlva az @ formamezk % tartomdnyra vett integrdljdnak eldjele hatdrozat-
lan lenne, hiszen annak értéke az e-re nézve pozitivan irdnyitott (O, ) térkép
esetében valamely valds szdm, mig az (O, ) térképbdl az 1-es és a 2-es koor-
dindtafiiggvényeket felcseréld eljdrdssal kapott, — e-hez viszonyitva negativan
irdnyitott — térképre nézve az integrdl értéke a kérdéses valos szdam minuszegy-
szerese lenne.

Tekintsitk most az integral globdlis értelmezhetoségének kérdését. Nyilvan-
vald, hogy az M-en lokalis értelemben meghatarozott integralok értékét kel-
lene valamilyen iigyes mddszerrel 6sszegezniink gy, hogy az atfedd tartoma-
nyokon elkeriilhessiik a jarulékok indokolatlan tobbszords figyelembevételét.
Megmutatjuk, hogy egy ilyen Osszegzési eljards 1étezik feltéve, hogy az M
irdnyithat6 differencidlhaté sokasdg parakompakt.
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Legyen {(ﬁ(,-), l//(,-))} az M iranyithaté parakompakt differencidlhaté sokasag
megszamldlhaté sok térképbdl allé lokalisan véges atlasza. Jeldlje tovabba
{fi} az {(0), w;))} atlaszhoz tartozé egységfelbontdst. Ekkor, amint azt a

11. 2 1 Lemmaban megmutattuk M irdnyithat6 a sehol el nem t{ing €s legaldbb
folytonos

Caroa, = Y F) (A} o Ao A (d) ), (12.0.4)
1
n-formamezGre nézve.

Legyen most @ legaldbb folytonos n-formamezd M-en. Mivel M parakom-
pakt, az {(0(;), y;))} atlasz mindig megvdlaszthat6 tgy, hogy az &(; halma-
7ok O (i) lezargal legyenek M kompakt részhalmazai [21], igy a y(;)[€;)] hal-
mazok R"-beli mérhetdsége automatikusan biztositott. Az is konnyen lathato,
hogy @ =} ; f;) ®, tovibbd az f; @ formamezdk csak az 0;) halmazok felett
nem tlinnek el, igy az

O

integralok kiilon-kiilon, a fentebb ismertetett eljaras értelmében jol definidltak.

12.0.5. Definicio. Az @ formamezd M-re vonatkozo integrdljdt — kihaszndlva,
hogy bdrmely p € M pontban a }; @ dsszegben csak véges sok elem nem

zérus — az
/w:an (12.0.6)
M i

osszefiiggés segitségével definidljuk.
12.0.1. Allitas. Megmutathaté [53], hogy

(1) Az igy definidlt [y, @ integrdl értéke fiiggetlen az {(0;, W)} atlasz,
valamint az { fi } egységfelbontds megvdlasztdsdtol.

(2) Legyenek M és M’ egymdssal diffeomorf differencidlhaté sokasdgok, to-
vdbbd ¢ : M — M’ az ket sszekapcsold diffeomorfizmus. Ekkor teljesiil
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azg

/a): ") (12.0.7)
M M

egyenldség.

12.1. Stokes-tétel

A fizikaban az integralszamitds egyik legtobbszor alkalmazott eredménye a
Stokes-tétel, valamint a belSle szarmaztatott Gauss-tétel. A fejezet hatralévd
részében ezeknek az éltaldnos differencidlhaté sokasdgok elméletében, illetve
a gorbiilt geometridk korében is érvényes alakjat ismertetjiik.

12.1.1. Tétel (Stokes-tétel). Legyen M irdnyithatd, parakompakt differencidl-
hato sokasdg, valamint ¥ C M kompakt részhalmaz. Jelélje d.N az N rész-
halmaz M-re vonatkozé ./ = A \ int(A") hatdrdt. Tegyiik fel, hogy d.N
szakaszonként legaldbb C'-osztdlyi. Végiil tegyiik fel, hogy @ egy legaldbb
C'-osztdlyii (n — 1)-formamezd M-en. Ekkor teljesiil az

/da): Fo (12.1.8)
No oN

integrdlegyenléség, ahol I* @ az @ formamezd 1: d.N — M bedgyazé leképe-
zésre vonatkozo visszahiizottjdt, N ° pedig az N részhalmaz belsejét jelili.

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet bal- és jobboldaldn egy n- és egy (n—
1)-formamez§ integrélja szerepel annak megfelelden, hogy .4#° dimenzidja
n, mig d.4" dimenzidja (n —1). A fenti egyenlség implicit médon azt is
feltételezi, hogy a jobb oldalon 4116 integrélkifejezés értelmezett, azaz 9.4 C
M iranyithato.

12.1.1. Lemma. A d.4" halmaz irdnyithatd.

Bizonyitds: Legyen &/ = {(5 (@) W(a))} gy olyan atlasz, amelyre nézve 0.4
egy C"-osztalyu differencidlhaté sokasdg. Megmutatjuk, hogy {(5(0,), Vi) }
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pozitivan iranyithatéva tehetd, azaz elérhetd, hogy az atfedd koordinatafolto-
kon a Jacobi-matrixok determindnsa mindig pozitiv legyen. Ehhez valasszuk
ki &7 egy tetszGleges (ﬁN , W) térképét, melyen (x',..., ¥ ') lokalis koordind-
tak. Ekkor az (5 , W) térkép egy tjabb koordindta hozzavételével M egy (O, y)
térképévé tehet6 az alabbi mddon.

12.1. dbra. Az (0, ) térkép elGallitdsa a v¢ vektormez segitségével.

Legyen v* az 0 halmaz egy M-beli kornyezetén értelmezett, az ./~ kompakt
halmazbdl ,, kifelé ” mutatd, ezéltal d.4 -t sehol sem érintd, elegendSen sima
vektormezd, mely sehol sem tiinik el O-on (lasd az 12.1 abrat). Ekkor, mivel
a v* vektormezS nem tiinik el ﬁ—on, tekinthetjiik O-nak a v¢ integralgorbéi
altal kifeszitett elegendGen kicsiny M-beli & kornyezetét. Ezen a kornyeze-
ten vdlaszthatjuk n-edik koordinatafiiggvényként — jeloljiik ezt x"-el — v* in-
tegralgorbéinek azon szinkronizalt paraméterezését, mely azonosan eltlinik az
0 C 9./ halmaz pontjaiban. Az igy kapott (0, y) térkép az (¥',...,¥") loka-
lis koordinatakkal vagy pozitivan irdnyitott valamely az M iranyitasat megha-
taroz6 e n-formamezdre nézve, vagy a szokasos 1-es és a 2-es koordinatafiigg-
vényeket felcseréld eljards segitségével azza tehets. Mivel ez az eljaras tér-
képenként megismételhetd, az eredeti {(ﬁN(a), V(a))} atlasz dtfedd térképeihez
tartoz6 Jacobi-matrixok determindnsdnak pozitivitdsa mindeniitt biztosithato.
O
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12.2. A térfogati forma

Amikor az M differencidlhaté sokasdgon értelmezett differencidlis struktiran
kiviil még egy metrikus struktira is adott — ahogy azt a 9.1 alfejezetben meg-
mutattuk, parakompakt sokasdgok esetén mindig értelmezhetd metrika M-en
— akkor példdul az integrdlok értelmezésénél alkalmazhatjuk a metrika altal
egyértelmiien meghatarozott, ezért kitlintetett azon n-formamezd&t is, melyet
térfogatelemnek neveziink €s €-nal jeloliink.

12.2.1. Definicié. Legyen M parakompakt differencidlhato sokasdg, valamint
(O, ) egy tetszdleges térkép az M-en megadhaté megszamldlhato sok térkép-
bél dllé lokdlisan véges {(O (i), W)} atlaszbol. Ekkor az (O, y) térkép felett

értelmezett (x',...,x") lokdlis koordindtdk segitségével a térfogatelemet az
Earoanlo = VI8l (dx ) gy A+ A (dX")a, (12.2.9)
osszefiiggéssel értelmezziik, ahol g a metrika kovaridns alakjdnak az (x', ... x")

lokdlis koordindtdkra vonatkozé komponensei dltal meghatdrozott g, mdtrix
determindnsdt jeloli, azaz g = det(gyuy).

12.2.1. Lemma. Az g,, ,, térfogati forma definicioja fiiggetlen a (12.2.9) re-
ldcioban haszndlt koordindtdk megvdlasztdsdtol.

7z

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy (€', ') egy olyan masik az (€, y)-vel atfedd és
hozz4 pozitiv irdnyitottsiggal illeszkedd térkép, amelyen (¥'!,... x'") lokdlis
koordinatdk. Ekkor a (12.2.9), valamint a (3.3.17) Osszefiiggések alapjan az
0N 0" # 0 halmazon az

€ay..an|on0" = \/

relacio teljesiil, ami a Jacobi-matrix determindnsanak pozitivitasa folytdn az

oxH
Eay..al o0 = 1/ |det(guv)| -det (8xa> A(dx') gy Ao A (dX™),, (122.11)

oxH  JdxV .
det <guv S ax—fﬁ> ‘ (dx gy A A (X, (12.2.10)
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illetve az
Eay.anloner = \/|det(guy)| - (dx")ay A A (dX"),, (12.2.12)

alakba frhat6 at, ahol az utolsé lé€pésben a (11.2.1) feladat megolddsaként el6-
allo

dxt /1 / 1
det ENT (dX ) gy NN dX) g, = (dX ) gy N AN (dX)g,  (12.2.13)

relaciot hasznaltuk fel. O

Legyen most (&, y) tetszSleges térkép M-en, amelyen (x!,...,x") lokdlis ko-
ordindtdk. Legyen tovdbba {ef;)} egy tetszSleges ortonormélt dudlis bazis-
mez6 M-en. Ekkor O felett létezik egy Ag® (x) nem-szinguldris n X n-es matrix

gy, hogy a {(dx%*),} és {eif)} bazisokat a
e = Ag®(dxP),, (12.2.14)
mig az ezekhez dudlis {(d/dx*)?} és {e?ﬂ)} bazisokat a
<a>u_Aﬁ°e“ (12.2.15)
IxB (a)

reldciok kapcsoljak ossze. Mindezekbdl azonnal kovetkezik, hogy

b

— iai — [Aaea:||:Abeb:|: AaAb

8uv = 8ab B o 8ab |Ap €, v € SabAp Ay .
(12.2.16)

Igy a

det (guv) = (—1)*-det (4,°) (12.2.17)
relacio is teljesiil, ahol s a g, metrika szignatirdjaban szerepld negativ el6-
jelek szamadt jeloli. Kovetkezésképpen, amikor (&, y) pozitivan irdnyitott az
ei,‘f ARRRWA eg;) n-formamezdre nézve, €s igy det (Aua) pozitiv, a fenti relaciok,
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valamint & tetszGlegességének figyelembevételével azt kapjuk, hogy

Vgl =det (A,°) . (12.2.18)

Ezen észrevételiinknek megfelelGen, a fenti eljardssal kivalasztott tetszSleges
{e;u)} ortonormalt bazis segitségével a térfogatelemet globdlisan, azaz M-en
mindeniitt, az

€aran = Col Ao Ney (12.2.19)

alakban frhatjuk fel. Ezen utébbi reldciot, valamint a A-szorzas és a szignatira
definicigjat felhaszndlva az is lathat6, hogy

ey = (D) (1) (o) el)) @220

=(—1)n! -e([i’)‘ "'e?:)] (e;(,ll) ,..e;::) = (_1)511!-5;,1[“l ...5;,"“"] ,

ahol az utolsé 1épésben egyrészt a 4.3.2 feladatban, a szignatira meghatdrozasa
kapcsan haszndlt ,, sajatértékprobléma ” g“be;:) = iefa) alapegyenletét, vala-
mint a dualis bazisok elemeit 0sszekotd efa egl) = 6;,a5ab relaciét hasznaltuk
fel.

)

12.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a térfogati formdra
gal...ajajﬂ...ay,galmaibjﬂmbn — (_1)3‘ (l’l _ ]) ! ]| . Sij [uj+l . Sb,,an] (12221)

és igy specidlisan az

ghttng, 0 =(—1)"-n! (12.2.22)
reldcio is teljesiil.
Gauss-tételének megfogalmazdsa el6tt megmutatjuk, hogy a metrikdval kom-
patibilis V, kovarians derivalé operatorra nézve nemcsak a metrika, hanem a
térfogatelem is invaridns.

12.2.2. Lemma. Legyen V, a metrikdval kompatibilis kovaridns derivdlo ope-
rdtor. Ekkor
ngal...an =0. (12223)



12.2. A TERFOGATI FORMA 165

Bizonyitas: Az allitas helyességének belatdsahoz induljunk ki egy tetszélege-
sen vélasztott (&, y) térkép felett az ott értelmezett (x!,...,x") lokalis koordi-
natak segitségével felirt

Vpeo..a,=Vp [\/@. (dx')g, /\---/\(dx")an] - \/1|?|v,3 [\/@} €ay.cn+
(

+) Vgl (dx" )y A AV [(dX ) gy ] Ao A (dX) g,
=
(12.2.24)

egyenldségbSl. A Vg [(dx/)g,] kifejezést az (x',...,x") lokalis koordindtdk-
ban kiértékelve azt kapjuk, hogy

Vg [(dx)q,] = Ipda,x! — er,m (dx/)e . (12.2.25)

A jobb oldalon 4116 elsé kifejezés jaruléka nulla, mivel az x/ koordinatafiigg-
vények kétszeres parcidlis derivaltjai zérus értékiek. Ezek utdn a (12.2.25)
jobb oldalan 4ll6 mésodik kifejezést (12.2.24)-be helyettesitve, valamint a A-
szorzés tulajdonsdgai kihaszndlva azt kapjuk, hogy minden egyes ‘j’ értékre
az &-ra vett 0sszegb0l pontosan csak annak az egy tagnak a jaruléka nem lesz
nulla, amelyre € = «;. [gy az (0, y) térkép felett azt kapjuk, hogy

1 n
Vﬁgtxl.‘.a,l = <ﬁaﬁ [\/ |g|} - Z FSﬁs) “Eay...a, - (12.2.26)
e=1

Végiil vegyiik észre, hogy a jobb oldalon all6 szorzat els6 tényezGje azonosan
nulla, hiszen

n

% € _ 181) fll
;r pe= Y 58 aﬁgsp_zgaﬁg \/_ /gl (12.2.27)

&p=1

ahol az dtalakitds elsé 1épésében a metrika dltal meghatdrozott Christoffel-
szimbdolumok (5.4.43) definicidjat, mig a masodik 1épésében a matrix kalku-
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lus Jacobi-azonossagat az invertdlhat6 ge, metrikdra alkalmazva kapott 8ﬂg =
g (8P dpgep) egyenloséget hasznaltuk fel. O

12.2.1. Kovetkezmény. Legyen v¢ € T (M) tetszdleges differencidlhato vek-
tormezd, tovdbbd (O, ) tetszdleges térkép M-en. Ekkor

Vavi|e = Ou [ |g|V“} : (12.2.28)

b
Vgl
Bizonyitas:

1 1
Vava‘ﬁ = 8¢xVa+Faoc£V€ = 8(xVa+7ae [\/ |g|} vE= ——0q [ |g|va} s

Vel Vel
(12.2.29)

ahol a masodik 1épésben (12.2.27)-et, valamint I'V ;g kovaridns indexeiben vett
szimmetridjat hasznaltuk fel. O

12.3. Gauss-tétel

Legyen .4 olyan kompakt részsokasidga M-nek, melynek M-re vonatkozé
d./ hatéra legaldbb szakaszonként C'-osztilytd. Legyen tovabba v¢ legaldbb
C'-osztlyt vektormezS M-en, és tekintsiik azt az @ € A,,_1 (M) (n— 1)-forma-
mezGt, amelyet az &, _,, térfogati forma és a v* vektormezd

Oay 0y = Ebay.ay V" (12.3.30)
kontrakciéja hataroz meg. Ekkor azonnal adédik, hogy

(dw)ca1.-.an_1 = I’lV[c(8|h|a] ...an,l]Vh) =N&]ay..a, (Vc]vb) = (vah) €eay..ay 1>

(12.3.31)

ahol V, a metrika altal egyértelmtien meghatarozott kovarians derival6 opera-

tort jeloli, mig az utols6 1épésben azt hasznaltuk fel, hogy az &4, 4, , (VC] vP)

kifejezés egy n-formamezd, €s igy sziikségképpen aranyos a térfogatelemmel,
tovdbbd az ardnyossagi tényezd a (12.2.22) reldci6 folytan (V,v?).
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A Stokes-tétel felhaszndlasaval mindezek alapjan azt kapjuk, hogy

/ﬂo(VbV”)eal.‘.an = /a » I (&vay.an V') - (12.3.32)

Ahogy azt kordbban mar megmutattuk, 0.4 irdnyithaté sokasdg. Amennyiben
az is igaz, hogy 9.4 sehol sem fényszerti, ' akkor az aldbbi egyszeri konst-
rukcié és a g, metrika segitségével meghatdrozhatjuk az d.4 -en indukalt ﬁab
metrikat, valamint az ahhoz tartozé Eal...a,,_l térfogatelemet.

Az indukélt metrika definici6jdhoz sziikségiink van a d.4"-en az .4 tarto-
manybdl mindeniitt kifelé mutaté n, egységnormélis mezdre, melyet az alabbi
egyszerid konstrukciéval készithetiink el. Legyen x* a 12.1.1 Lemma bizonyi-
tdsa sorén kivalasztott n-edik koordindta, melyet a d.4" hatdr 9.4 részhalma-
zdnak egy O nyilt kornyezetében értelmeztiink. Ez a fliggvény a zérus értéket
veszi fel d.4"-en, ugyanakkor d,x" gradiense ott nem zérus, hiszen X" az A
tartomanybol kifelé menve mindeniitt novekszik. Az X" fiiggvény segitségével
a keresett n, formamez38 d.4"-en az

X"

/ |gcd 80?1 adjzn |

egyenlettel adhaté meg, ahol a feliilet fényszertiségét kizar6é korabbi feltéte-

(12.3.33)

ng =

liink éppen a nevezdben eléfordulé g¢d,.x" d,x" belsészorzat zérustdl eltérs
értékét hivatott biztositani.

12.3.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy a d. N hiperfeliilet sehol sem fényszerii.
Ekkor a 0.4 -en indukdlt hy, metrikdn az M-en értelmezett

haty = gab — (nne) nany, (12.3.34)

szimmetrikus (0,2)-tipusi tenzormezd 1: 0N — M bedgyazd leképezésre vo-
natkoz6 hy, = 1*hyy, visszahiizottjdt értjiik, ahol n, a .4 hiperfeliileten az N
tartomdnybol mindeniitt kifelé mutaté egységnormdlist jeloli.

1Ez akkor fordulhat el6, ha g, Lorentz-szignatirdji metrika. A (12.3.32) jobb oldalén sze-
repld integral — ahogy ezt az alfejezet végén attekintjilk — még abban az esetben is értelmezhetd,
ha ez a technikai jellegti feltétel nem teljesiil.
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Mivel 1* (€pg,..a, ,V*) egy (n— 1)-formamezd az (n — 1)-dimenzids 9.4 soka-
sdgon, az szitkségképpen ardnyos a h,, metrika altal egyértelmtien meghataro-
zZ0tt &, 4, , térfogatelemmel.

12.3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a d.4 hiperfeliileten

" (€bay.ay 1°) = Eayoayy 5 (12.3.35)

ésigy

" (&ay.ay V') = (m6V") €y a1 (12.3.36)
ahol ai:d.N — M leképezés a 0N hatdrhalmaz M-be vald természetes be-
dgyazdsdat jeloli.

Mindezeket felhaszndlva a Stoke-tételbdl az alabbi, a gorbiilt geometridk ese-
tére vonatkoz6 Gauss-tételt nyerjiik.

12.3.1. Tétel (Gauss-tétel). Legyen M irdnyithatd, parakompakt differencidl-
haté sokasdg, valamint A C M kompakt részhalmaz. Jelblje 0 N az N hal-
maz M-re vonatkozé 0N = N\ N ° hatdrdt. Tegyiik fel, hogy d./ sehol sem
fényszerii és legaldbb szakaszonként C'-osztdlyi. Legyen tovdbbd v° legaldbb
C'-osztdlyii vektormezd M-en. Ekkor

//VO (Vov’) €ay.oa, = /a //(n;,vb):efal,‘,anf1 : (12.3.37)

ahol n, a 0N hiperfeliileten az N tartomdnybdl mindeniitt kifelé mutato egy-
ségnormdlist jeloli.

12.3.1. Megjegyzés. Ahogy azt mdr jeleztiik, a d A" hiperfeliilet kauzdlis jelle-
gére kirott feltételiink nem érinti a (12.3.37) dsszefiiggés érvényességét. A fenti
érvelésiinknek megfelelen, d,x" lokdlisan mindig a 0.V hiperfeliiletre merd-
leges és onnan kifelé mutaté egyformamezét hatdroz meg, igy 0.V fényszerii
részén az €., , térfogatelemet definidlhatjuk egyszeriien gy, hogy megko-
veteljiik ott a (12.3.35) és (12.3.36) reldcidk teljesiilését az n, = d,X" vdlasztds
mellett. Ezek utdn nem meglepd, hogy a Gauss-tételben a 0.4 hatdr fényszerii
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részének jdarulékdt az igy kapott térfogatelemmel szdmolva a (12.3.37) reldcio
érvényben marad [50].






I1. rész

Az altalanos relativitaselmélet
alapjai






13. fejezet

Az altalanos relativitaselmélet
fizikai alapjai

Fizikai értelemben téridén mindig valamely vizsgalt fizikai rendszer torténe-
tének egészét, illetve az azzal kompatibilis 6sszes lehetséges megfigyel6 altal
regisztralt mult-, jelen- és jovébeni esemény Osszességét értjiik. Ezzel szem-
ben a matematikai fogalomalkotds meglehet&sen technikai jellegli. Konyviink
els6 részében éppen a 1.1.2.definicioban alkalmazott fogalmak bemutatasat
tlztiik ki célként, igy mostanra a téridé aldbbi matematikai meghatarozasban
szerepld fogalmaknak legaldbbis ismerdsen kellene csengeniiik.

Téridén egy olyan (M, gqp) pdrt értiink, ahol M dsszefiiggd, négydimenzids,
Hausdorff, parakompakt, irdnyithato C* differencidlhato sokasdg, g.» pedig

egy Lorentz-szignatiirdjii metrika M-en. A téridorél feltessziik, hogy iddirdnyit-
hato, és egy iddirdnyitdst ki is vdlasztottunk rajta.

13.1. Az alkalmazott hipotézisek

Az Einstein-elméletben — gy, mint birmely mds geometrizalt gravitdciéelmé-
letben — a téridé geometridja meghitt kapcsolatban van a térid6ben taldlhaté

173
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anyag eloszlasaval és mozgasallapotaval. Ennek a kapcsolatnak a felderitése
elott feltétleniil sziikséges, az alkalmazott modell keretein beliil, maguknak az
anyagmezdknek a megjelenitése is.

Az anyagmezOk legegyszeriibb példdjaként megemlithetjilk a valds, illetve
komplex Klein-Gordon—mezdket, melyek egy, illetve két, az alapsokasdgon
értelmezett valds fliggvény segitségével irhatok le.

A skalarmezdnél csak kis mértékben bonyolultabb az elektromdgneses jelen-
ségek leirdsa sordn hasznalt F,;, Faraday-tenzor, vagy annak A, vektorpoten-
cidlja, melyek a téridén adott két-, illetve egyformamezd&k. Fontos észben tar-
tani, hogy a Poincaré-lemma dllitdsdnak megfelel6en az aszimmetrikus Fy,
Faraday-tenzorhoz altalaban csak lokdlisan 1étezik olyan A, vektorpotencial,
amelyre az F,;, = V, A, — VA, relacid teljesiil.

Az is tobbszor el6fordul, hogy akar egyetlen anyagmez6 is csak tobb, és kii-
l16nféle tipust tenzormezd egyiittesével dbrazolhatd. A legkézenfekvébb, a

2

késGbbiekben altalunk is tobbszor vizsgalt ilyen anyagmezd a tokéletes folya-
dék, amelynek leirdsdhoz két skalar fiiggvény—ezek a p energiastirtiség és a P
nyomds—, valamint egy az aramlast kinematikailag megjelenit6 u“ egységnyi
norméjud idGszert vektormez6bdl allé {p, P,u®} hdrmas ismerete sziikséges.
Mindezek alapjan a tovabbiakban — ismereteink korlatait tiszteletben tartva —
azzal az egyszer(sits feltételezéssel éliink, hogy az anyagmezdk véges szamd,
kiilonféle tipusi tenzormezdvel dbrazolhatdk a téridében. Ahogy az imént em-
litett példak is illusztraljdk, ezen tenzormezdk tipusa anyagmezo6rdl anyagme-
z6re véltozhat. Igy az anyagmezdket a véges N € N elemii {lvyeo ki (M) |
1 <i < N} halmaz segitségével jelenitjilk meg, ahol a Y(;) objektumok kiilon-
kiilon (k;,l;)-tipust tenzormezdket jeldlnek.

Kicsit tdlzottnak téinhet az a kincstari optimizmus, amelyre alapozottan meg-
elégsziink az anyagmezo6knek csupan tenzormezdk segitségével torténd megje-
lenitésével, hiszen koztudott, hogy a fizikan beliil vannak olyan elméletek, ahol
kiilonféle félegész spinnel rendelkezé részecskék leirdsa soran ,, spinorok ”-at
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célszerii alkalmazni. Erdemes megjegyezni, hogy ezeket a fizikai mezSket is
mindig dbrazolhatjuk megfelel6 szamu tenzormezd segitségével. Ennek alata-
masztdsdul érdemes felidézni, hogy a minden kett6s-spinor egy el6jel erejéig
egyértelmd mdédon megfeleltethet6 egy zaszldval ellatott fényszerl vektornak,
azaz pontonként egy fényszerli négyesvektor és egy kétformamezd parosaval
abrazolhatok [28, 29]. Az is figyelemre méltd, hogy példaul a feles spind elekt-
ronok leirasahoz hasznalt Dirac-spinormezdk is helyettesithet6k [47] egy or-
tonormalt tetrddmezs, valamint egy valos €s egy komplex fiiggvény megadasa-
val. Sverdlov [47]-ben alkalmazott érvelését kiilonosen érdekessé teszi, hogy a
kinematikai dbrdzoldson kiviil a dinamikdt meghatdrozé Lagrange-fiiggvényt
is szarmaztatja. Azon érdekl&dd olvaso, aki Iényegesen szeretné bdviteni a spi-
normezdkkel kapcsolatos ismereteit, a t¢émakor alapvet6 és részletekbe mend
targyaldsat taldlhatja példdul a [28, 29] munkakban.

A fent megfogalmazottak értelmében, a matematikai modellalkotds szintjén, a
téridon valdjaban egy olyan Osszetett rendszert kellene értentink, amely képes
megjeleniteni mind a geometridra, mind pedig az anyagmezdkre vonatkozd
feltevéseinket. Igy egy téridére gondolhatnank gy is, mint az anyagmezdk-
kel kibovitett (M, gap, {W(;)}) rendezett harmasra, ahol az i névindex a véges
{1,...,N} halmaz elemein fut végig, tovdbbd a y;) objektumok (k;,[;)-tipust
tenzormezdket jelolnek.

Korabban, a differencialhaté sokasiagokat egymasba képezd differencidlhato
leképezések targyaldsa sordn azt is lattuk, hogy amennyiben ¢ : M — M’ egy
diffeomorfizmus, akkor ¢ segitségével nemcsak az M és M’ sokasdgokon ér-
telmezett differencidlis struktdrdkat, de a rajtuk értelmezett tetszdleges tipusu
tenzormezdket is kolcsondsen egyértelm moédon megfeleltethetjiilk egymas-
nak. Igy, az (M, g, {w(i) }) tériddmodellbdl kiindulva egy tetsz6leges ¢ : M —
M’ segitségével mindig megkonstrudlhat6 egy masik (M’,g’,, {‘V(/i)}) téridd-
modell, ahol a g/, metrikdt, valamint a WE ;) mezSket a S = 0" 8ap és l//(’ =
¢* ;) reldcickkal értelmezziik. Nyilvdnvald, hogy barmely az (M, gap, { (i) })
téridémodellben lejatsz6dé eseménysorbdl levonhaté fizikai kovetkeztetésnek
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igaznak kell lennie az (M’ 782113’{‘//('[)}) téridémodellben is, és forditva. Igy
a fenti értelemben, a diffeomorfizmusok altal egymasnak megfeleltetett tér-
idémodelleket egymadssal fizikai értelemben ekvivalenseknek kell tekinteniink.
Ha még extrémebb fizikus gondolkoddsmaédot alkalmazunk, akkor dgy is fo-
galmazhatunk, hogy a diffeomorfizmusok éppen a geometrizdlt graviticio-
elméletek mérték (gauge) szabadsdgi fokait hordozzdk, azaz a geometrizalt
graviticiéelméletek, amilyen az Einstein-féle elmélet is, diffeomorfizmusin-
varidns elméletek. Ezt fizikus berkekben ugy szokds megfogalmazni, hogy
amennyiben a fizikai torvények kovaridns alakban keriiltek megfogalmazasra,
mindegy, hogy egy adott lokalis tartomanyban milyen mozgast végz6 megfi-
gyel6khoz tartozd ,, vonatkoztatasi rendszerben ” rjuk le a lejatsz6dé folyama-
tokat. A diffeomorfizmusinvariancia éltal hordozott mértékszabadsag hasonlé
ahhoz, amit a vektorpotencidlok segitségével megfogalmazott elektrodinami-
kédban az A, — A, + d,x mértéktranszformacié esetében mar megszoktunk,
bar — amint azt tobbszor lesz médunk megtapasztalni—, a diffeomorfizmusin-
variancia anndl azért sokkal Osszetettebb, sokrétiibb, hiszen a dinamikai folya-
matoknak keretet adé matematikai entitdsnak, a téridének a meghatarozdsat
érinti.

Mindezek fényében a térid6 matematikai modelljén az (M, gup, {W(;) }) tipusd
rendezett harmasok halmazan a diffeomorfizmusok 4ltal indukalt ekvivalen-
ciareldcidhoz tartozé ekvivalenciaosztilyokat kellene érteniink. Ez a megkd-
zelités azonban tilbonyolitand még a legegyszer(ibb fizikai dllitdsaink megfo-
galmazasét is, ezért a szakirodalomban haszndlt konvencidkat kovetve [15],
a tovabbiakban téridén mindig csak egy a kivalasztott ekvivalenciaosztaly-
hoz tartozd, rogzitett (M, gap, { W(;)}) reprezentdnst értiink. Cserében azonban
soha nem feledkezhetiink meg a diffeomorfizmusinvariancia kdvetkezményei-
nek pontos figyelembevételérdl.

Az altalanos relativitaselmélet — a Mach-elvre, de még inkabb az ekvivalen-
cia torvényre alapozottan — azt tételezi fel, hogy nincs dnmagaban kiilonallé
graviticiés mezd. A gravitacids effektusok teljes egészében a téridé geometri-
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djanak gorbiiltségével magyarazhatok. Az elmélet megalkotdsa soran Einstein
az alabbi két alapfeltevést hasznalta.

13.1.1. Hipotézis (Az altalanos kovariancia elve). Mind a téridé gorbiiltsé-
gét, mind pedig az anyagi mozgdsegyenleteket magukba foglalo alapegyenle-
tekben a gravitdcios hatdsok csak a téridd metrikdjdn, illetve az abbol képzett
tenzoridlis, azaz kovaridns mennyiségeken keresztiil jelenhetnek meg.

13.1.2. Hipotézis (A megfeleltetési elv). Szabad, azaz csak a gravitdcios ha-
tdsoknak kitett mozgdst végzd megfigyeldok lokdlisan, a vildgvonaluk elegen-
dden kicsiny kornyezetében, ugyanolyan fizikai jelenségeket, illetve torvény-
szertiségeket figyelhetnek meg, mint amilyeneket a gravitdcios effektusoktol
mentes Minkowski-téridoben elvégzett kisérleteikbdl szdrmaztathatndnak.

Az ut6bbi elv praktikusan azt jelenti, hogy amennyiben a gorbiilt téridSben ér-
vényes téregyenletekben a gu, — Nap, valamint a V, — d, helyettesitést hajtjuk
végre, akkor a mozgdsegyenleteknek a specidlis relativitiselméletben érvényes
alakjéhoz kell jutnunk. Erdemes meggondolni, hogy ez az eljards nem feltét-
leniil kolcsonosen egyértelmd, mégis ez az az elv, amely majdnem mindig a
segitségiinkre van abban, hogy a fizikai torvények altalanos relativitiselmélet-
ben érvényesnek tekinthetd alakjat szdrmaztathassuk.

A fent megfogalmazott elveknek megfelel6en a gravitacids kolcsonhatdasnak
tulajdonitott effektusok leirdsat teljes egészében a téridé geometridjara hivat-
kozva kivanjuk megadni. A kovetkez$ rész célja éppen az ehhez sziikséges
téregyenletek szarmaztatdsa lesz.






14. fejezet

A téregyenletek szarmaztatasa

Az Einstein-elméletben a graviticié-anyag csatolt rendszerre vonatkozd tér-
egyenleteket a Lagrange-formalizmusbdl ismert variacids elv segitségével szar-
maztatjuk. El8szor az anyagmez6kre vonatkozd, sok szempontbdl ismer&sebb
résszel foglalkozunk, majd a gravitaciés hatasokat megjelenitd, a térid6 geo-
metridjanak dinamikdjat meghatdroz6 téregyenleteket szarmaztatjuk. Fontos
annak hangstlyozdsa, hogy az Einstein-elmélet eltér minden kordbbi klasszi-
kus fizikai elmélett6l abban az értelemben, hogy itt a geometria és az anyag
egyiittes evolicidjarol kell szimot adnunk, nem pedig valamely anyagmez6nek
— esetleg egyszerre tobb kolcsonhatasban is 4ll6 anyagmezSnek — egy egyszer
és mindenkor adott fix geometriai hattéren lejatsz6dé torténetérdl.

Miel6tt az emlitett variacids elv konkrét meghatarozasdhoz latnank, célszer(

felidézni néhdny alapfogalmat. Ahogy azt az el6z8, bevezet6 részben mar em-

litettiik, a téridSt a tovdbbiakban mindig egy (M, gap, {W(1),- - -, W(n) }) hdrmas-
. syes . 14 ol kl'

sal jelenitiink meg, ahol a {y/(y),..., W)} jelolés a y;“ ak/bwb/,- € T4, (M)

tenzormezdk egylittesének roviditett megjelenitésére szolgal.
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14.0.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a téridé geometridjdt meghatdrozé g*
metrika' és az anyagmezdket megjelenitd {l[/(l-)a]“‘aki b bz} tenzormezokbol
b

felépiilé 2 = {(g, V(i)s- - W) b konfigurdcios tér egy pontja a fizikailag
megvalosulo konfigurdciot jeleniti meg, ha az

y:/Mzez/M[zg+$d]e (14.0.1)

hatds ezen pontban felvett értéke extremdlis, ahol az £ Lagrange-fiiggvény az
anyagmezdkre és a geometridra vonatkozo — eddig még meg nem hatdrozott
— Yy és £y Lagrange-fiiggvények osszege iigy, hogy Ly kizdrdlag csak a
geometridtdl fiigg, mig az anyagmezdk csak £,s-ban jelenhetnek meg.

Az el6z6 definiciéban emlitett extremalitds pontosan akkor valésul meg, ha az
alappont barmely egyparaméteres variacidja esetén — ezeket a konfiguracios
térben fut6 differencidlhaté gorbék (lasd a 14.1 dbrat) jelenitik meg — a hatds
adott paraméter szerinti derivéltja zérus az alappontban.

p= (gab7lV(l)7"'aW(N))

N

14.1. dbra. Az illusztriciénak szant feliilet nemcsak a .2 konfiguraciés teret, de a hatdsnak,
mint funkcionalnak egy megvaldsulé fizikai allapot kozelében valé lehetséges viselkedését is
jelzi.

"Mivel g,;, nemdegenerilt, a kontravarians g“b metrika vele egyenértékii abrazoldsa a térid
geometridjanak. Eppen ezért ebben a fejezetben a variaciokbdl szarmazé kifejezések minél
egyszeribb levezetése érdekében altaldban a kontravarians metrikat hasznéljuk.
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A fizikailag megval6sul6 konfiguracié keresése soran a konfiguracids térben a
kivalasztott alappont barmely egyparaméteres variacioi kozott talaljuk azokat
is, amelyekben egyszerre csak egyetlen mez&t varidlunk, mikdzben az dsszes
t6bbi mez&t fixen tartjuk. Igy az Euler—Lagrange-egyenletek szdrmaztatisa so-
rdn elegendd csak azt a mezét varidlni, amelyre vonatkozé téregyenletet sze-
retnénk meghatdrozni, mig az sszes tobbi véltozét véltozatlanul tartjuk. gy,
miel6tt a (14.0.1) hatds variaciéjat vizsgalnank €rdemes definidlni, mit is ér-

------

14.0.2. Definicié. Legyen ¢“%, . egy sima (C*) (k,l)-tipusii tenzormez&
M-en, 9 pedig az M differencidlhaté sokasdg kompakt részhalmaza. Ek-
olyan, az M-en értelmezett (k,l)-tipusii sima tenzormezok terében futé diffe-
rencidlhato A7 : (—€,€) — T* (M) gorbét értiink, amely eleget tesz az aldbbi
feltételeknek:

(1) A @@=, ., (T)mezbkkel dbrdzolt A7 gorbe T =0 paraméterértékéhez
tartozo pontja éppen az eredetileg kivdlasztort ¢, , tenzormezd
M-en, azaz barmely p € M-re

(p”"““kbl__.;,,(o»l?) = (Pal"'ukhl...b, (p)- (14.0.2)

(2) A 2 kompakt tartomdnyon kiviil nem vdltoztatjuk meg a ¢“1%, , ten-
zormezot, azaz barmely g € M\ 9 és T € (—¢,€) vdlasztds esetén

(palmakbl-..bl(TWI) = (palmakblwbl (q) : (14.0.3)

A A7 gorbe @Ak, o, alappontbeli

Iy, (1)

ai...a _ by..b;

6(p : kb|...b1 - aT (1404)
7=0

érintévektordt — mely maga is egy (k,l)-tipusii, kompakt tartéji, sima tenzor-

mezd M-en —a @“%, . tenzormezd A7 -hez tartozé varidcidjdnak nevez-

ziik.
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S
QU b, /(p by

14.2. 4bra. Tenzormez8k egyparaméteres varidcidinak illusztracidja.
A fenti definicié alapjan nyilvdnvald, hogy a 6@ %, , varidcié kompakt

tartjd és igy S +%, | |95 =0, hiszen a & halmaz M-re vonatkozé M \ 7
komplementerében sehol nem valtoztatjuk meg a mezot.

14.1. Az anyagmezokre vonatkozo téregyenletek

Tekintsiik el§szor az anyagmez6khoz tartoz6 .Z,, Lagrange-figgvényt. Ez egy
olyan skaldr fiiggvény, amely differencidlhat6 mddon fiigg az anyagmezdket

megjelenit6 y;) % by € Tk (M) tenzormez6ktSl 2, azok elsd kovaridns
derivaltjaitél, valamint a metrika kontravaridns alakjatol
Loy =L (8 W0 VW) s Yiony™ o VeV ™) - (14.1.5)

A fenti dltalanos meggondoldsoknak megfelelSen az i-edik y(; . mez6re vo-
natkozé téregyenletek szdrmaztatdsa sordn a metrikdt és a tobbi anyagi tér-
valtozét fixen tartjuk. Igy a (14.0.1) hatds, és igy annak az anyagmezSkhoz
tartoz6

f(y:/.,ZQyS (14.1.6)
M

2 A rovidebb és igy konnyebben dttekinthetd formuldk hasznélata kedvéért a tovdbbiakban

y/(,»)““““ki biby tenzormez8ket gyakran egyszertien a y{;) ... szimblumokkal jeldljik.
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része is pontosan akkor veszi fel szélséértékét valamely alappontként kivalasz-
tott konfigurdcios térbeli pontban, azaz a y(;~ . tenzormezdk kiilon-kiilon
pontosan akkor tesznek eleget a rdjuk vonatkozé téregyenleteknek, ha azok
barmely egyparaméteres variacidja esetén

05
T |,

=0. (14.1.7)

Az egyparaméteres varidciok definicidja értelmében

0Ly / 0Ly 0Ly
— Sy +
9 { IV .. Yo

7 v The

J [VeW(t)

(14.1.8)
ahol az azd/ay/<,-)~-;,, és 51//(,-)“',” kifejezések (I;,k;)- és (k;,1;)-tipusd ten-
zormezOk M-en, igy ezek kontrakciéja valéban fiiggvény M-en. Hasonl6an, a
0Ly [0[Vewyy..] és 8 [V .. ] kifejezések (Ii+1,k;)-, illetve (k;, [+ 1)-
tipusu tenzormezok M-en.

Kihasznalva, hogy a metrikat most nem véltoztatjuk, a (14.0.4) egyenlet altal
meghatdrozott variacio6 és a kovarians derivalas hatdsanak sorrendje felcserél-
hetd, és igy teljesiil a

S [Vewy ] = Ve [y ] (14.1.9)

relacid. Ezt, valamint a Leibnitz-szabdlyt felhaszndlva (14.1.8) jobb oldaldnak
masodik tagja az

0%y
Iy, Sy | = (14.1.10)
O ZTER A

83% a-iﬂd )
:Vé’ 75"’1 _Ve ST .. 1 5"/’1
(3 [Vell/(i)“'.,.} (@) ) (8 [Vell/(i)“'.‘.] (i)
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alakban irhat6 fel. Igy (14.1.8) jobb oldalét az

0Ly 0Ly
Z =V, | =———F——| | Sy e+ (14.1.11)
/@{<a‘l’(i)"'... 8[Vellf(,')"'...]]> O
0Ly ~
+ Ne | =—=—————= 0w,y | €
o7 |9 [Vewy— ] "

alakban frhatjuk fel. Mivel a & ;% br..by varidcié kompakt tart6ju és igy

al...aki

elttinik a 7 halmaz hatérén, azaz S y(;) by loz = 0, a médsodik tag jaru-

léka zérus.

A fenti érvelésnek megfelelen, mivel a &y, variacio tetszoleges,

b| mbll
az i-edik y;) % by anyagmezOkre vonatkozé Euler-Lagrange-egyenletek
a 1
0Sy _ 9%y -V, 9Ly ]:0 (14.1.12)
Sy AW J [Vellf(i)"'...]

alakban irhatok fel.

14.2. A szimmetrikus energiaimpulzus-tenzor

Amikor az (14.1.6) anyagi hatdsban a y(;~  tenzormezdket rogzitjiik és csak
a g% metrikét valtoztatjuk, akkor jutunk a Vi) s Wy .. anyagmezOk-
hoz tartozé T, szimmetrikus energiaimpulzus-tenzorhoz.

14.2.1. Definicié. A y(;)~ ..., W)~ ... anyagmezdkhoz tartozé (0,2)-tipusii
szimmetrikus Ty, energiaimpulzus-tenzort az anyagi hatds g* szerinti varidci-
djdnak —é—szomsaként definidljuk, és igy vagy a

d

‘5/@7 _ ab
= _/@[(—SxTab) ¢ }s (14.2.13)
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2

reldcioval, vagy az explicitebbnek tiind

1 6%y
Ty=—— 14.2.14
b 87 5 ( )

kifejezéssel adjuk meg.

Erdemes észben tartani, hogy a V,, kovaridns derivalé operitor és az € térfo-
gati forma is fiigg a metrikatdl, azaz T, meghatarozésa, a fenti egyszertinek
tlinG formalis definici6 ellenére kiilonos gondossagot igényel. A térfogatelem-
hez tartozd jarulék meghatiarozdsdban nyujt alapvetd segitséget a kovetkezd

egyszer(i lemma.

14.2.1. Lemma.
Se=—1g,06¢"¢. (14.2.15)

Bizonyitds: Legyen (€, y) tetszGleges térkép M-en. O felett az € térfogati
forma az

€=+/—g-di' N NdX' = /—ge (14.2.16)
alakban frhat6 fel, ahol e = dx!' A --- Adx". Mivel a koordindtdkat nem véltoz-

tatjuk, a 6 € = 6(,/—g) e relécio teljesiil. Felhaszndlva most a métrix-kalkulus
Jacobi-azonossdgdbol az invertdlhat6 g,p metrikdra vonatkozo

187,g 1

\/_ Op/—g =12 zgaﬁaygaﬁ (14.2.17)

Osszefliggést azt kapjuk, hogy
§(v=8) = 3v—88"F 8gup = —3v/—880p 08", (14.2.18)

ami O felett igazolja a (14.2.15) relaci6t. O

A kovetkezd két feladatban érintett anyagmezdk esetén a Lagrange-fiiggvény-
ben szerepl6 kovaridns derivalé operator nem sziikségképpen a metrikahoz tar-
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tozd, azaz V, tetszoleges (és igy akar rogzitett) torziomentes kovarians deri-
val6 operitor is lehet. Igy ezekben a specidlis esetekben az energiaimpulzus-
tenzor viszonylag egyszertien meghatérozhaté, hiszen ehhez csak a g*” metrika
és az € térfogatelem valtozasat kell figyelembe venni.

14.2.1. Feladat. Tekintsiink elséként egy ¢ valos Klein—-Gordon-mezdt, mely-
nek Lagrange-fiiggvényét — a megfeleltetési elv alapjdn — az
Zx =—81[g (Ved) (V) +m*¢?] (14.2.19)

alakban adhatunk meg. Mutassuk meg, hogy az ebbdl szdrmaztatott Euler-
Lagrange-egyenlet, illetve energiaimpulzus-tenzor a

VeV, —m*9 =0, (14.2.20)
illetve
1
T = (Va9) (V60) = 58> [8 (Vo) (V10) +m707] (14.2.21)
alakban irhatok fel.
14.2.2. Feladat. Tekintsiink most az elektrovakuum esetet, azaz tegyiik fel, hogy

az elektromdgneses mezd forrdasmentes. A megfeleltetési elv alapjdn az elekt-
rovdakuumra vonatkozo Lagrange-fiiggvényt a

Ly = —gg" (VA —VA,) (VeAg — VaA,) = —FpF®  (14.2.22)

alakban adhatjuk meg. Mutassuk meg, hogy az ebbdl szdrmaztatott Euler-
Lagrange-egyenletet, illetve energiaimpulzus-tenzort a

VeF,;, =0, (14.2.23)
illetve | .
T = P FooFp¢ — ZgabFefFef (14.2.24)

alakban irhatjuk fel.
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14.3. Az Einstein-egyenletek

A graviticiét megjelenité metrikdra vonatkozd téregyenletek szarmaztatisa
el6tt eldszor is taldlnunk kell egy olyan alkalmas Lagrange-fiiggvényt, amely
éppen az ehhez sziikséges hatast hatdrozza meg.

A gravitacids hatdssal kapcsolatban természetes az az elvaras, hogy a kapott
téregyenlet lassi mozgds és nem tdl erds gravitacios effektusok estén, hatdr-
esetben adja vissza a Newton-elmélet alapegyenletét. Utébbi nem mads, mint
a A¢ = 4nGp alakban felirt Poisson-egyenlet, ami egy mésodrendii parcidlis
differencial egyenlet a ¢ gravitacios potencidlra, ahol G a Newton-féle gravi-
taciés dllandd, p pedig a forrds energiasirtiség eloszlasit jeleniti meg. Eppen
ezért, a lehetséges gravitdcids hatds kivédlasztdsa sordn az egyik alapkritéri-
umunk az, hogy a bel6le szarmaztathatd téregyenletek legfeljebb masodren-
dtiek legyenek. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a Lagrange-fiiggvény
az alapvaltozoknak vagy csak az elsérendd derivéltjait tartalmazza, vagy ami-
kor el6fordulnak masodrendd derivaltak is, az azokhoz tartozé variaciok soran
el6allé harmadrendd derivéltakat tartalmazo kifejezések egy teljes divergen-
cidba foglalhatok. Ezt a kivalasztdsi elvet kovetve mutatta meg David Hil-
bert 1915-ben, hogy 4-dimenzids téridok esetén az egyetlen olyan geomet-
riai térvaltozok segitségével elddllithatd skalarfiiggvény, amely egyrészt tar-
talmazza a metrika elsérendd derivaltjait, masrészt a benne el6fordulé masod-
rendd derivaltakra teljesiil az imént megfogalmazott feltétel, az nem mads, mint
az R = g”’Ry, = R,* = Ry, gorbiileti skalar. Ennek alapjan a geometridra
vonatkozé Hilbert-hatdst az

Sy = l/ Re (14.3.25)
K JMm

segitségével irta fel, ahol k egy egyel6re még meg nem hatdrozott konstans,
mely az anyagi részhez valé dimenziondlis illeszkedést biztositja majd. Ve-
gyiik észre, hogy a %y = %R Lagrange-fiiggvény eleget tesz annak a kordbban
megfogalmazott elvarasunknak is, hogy nem fiigg az anyagi térvaltozoktol.
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Természetesen meriil fel az a kérdés, hogy vajon a metrikabdl és a gorbiileti
tenzorbdl kiindulva nem lehet-e mas skalarfiiggvényt konstrudlni igy, hogy az
abbol szarmaztatott téregyenletek az %y = lKR vélasztashoz tartoz6 téregyen-
letek értelmes alternativai lehessenek. Eppen ezért fontos annak hangsulyo-
z4sa, hogy a gorbiileti skaldr az egyetlen olyan skaldris kifejezés, amely teljes
divergencidba foglalhat6an tartalmazza a metrika masodik derivaltjaihoz tar-
tozé variacidokat. Amennyiben példaul az R,,RY vagy az R peq R4 tipusd
kontrakcidkkal prébalkozndnk, a mésodrendii téregyenletek helyett automa-
tikusan legalabb harmadrendd téregyenleteket kapnank, ami tekintve a tobbi
fizikai elméletben dltaldanosan elfogadott bonyolultsagi szintet, meglehetGsen
bizarr gravitdcidelméletet eredményezne.

A gravitaciés részre vonatkozo téregyenlet meghatdrozasa soran a 14.2.1 lem-
méban bizonyftott §& = —1 gu, 58 € Osszefiiggés mellett fel kell haszndl-
nunk a kovetkez6 lemma allitasat is, amely igazolja, hogy a (14.3.25) vélasz-
tas mellett a metrika masodrendd derivéltjaihoz tartozé variaciok valéban egy
teljes divergencidba foglalhatok.

14.3.1. Lemma. Jelolje

. 1.
Cup(T) = > 8°(T){Vuger(T) + Vi gue(T) = Vogan(T) } (14.3.26)
a 8ap(T) és gup = gap(T = 0) metrikdhoz tartozo VE,” ésV,= VEZTZO) kovaridns
derivdltakat dsszekitd (1,2)-tipusi tenzormezét M-en. Ekkor

g SR = Vy [(5C%0)g™ — (5Ceeb)gbd} — v (14.3.27)

Bizonyitas: A (6.6.36) egyenlet szdrmaztatdsa soran alkalmazott gondolatme-
net azon egyszerd médositasaval, amikor a d, derivaltat az R4 # 0 gorbiilet-

tel rendelkezd V,, kovaridns derivaltra cseréljiik ki, azt kapjuk, hogy a fo) és
V.= Vc(fzo) kovarians derivéltakhoz tartoz6 gorbiileti tenzorokat az

Rahcd(f) = Rahcd - 2V[acdb]c(r) + zcec[a(f)cdb}e(r) (14.3.28)
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egyenlet kapcsolja 6ssze. Igy a megfelel§ Ricci-tenzorok az

Rap(T) = Rap — 2V ,C% 4 (7) + 2C° 1o (T)C% 1o (T) , (14.3.29)
mig a Ricci-tenzor
R,
§ Ry = SRar(?) (14.3.30)
dt =0
variacidjara a
8 Rup =2V}, (8C ) =Va (8C%0) = Va(8CF
ab = la dp) =Va ab a(6C ) (14.3.31)

reldcié addédik, ahol az utolsé 1épésben azt is kihasznéltuk, hogy C€u(T =
0) = 0. Végiil a (14.3.31) egyenletet g’-vel kontrahdlva kapjuk a (14.3.27)
egyenletet, a

- (scda,,) g (5C°,) g (14.3.32)

valasztas mellett. O

//////

0%y 1
= — SR 2+ Ry 8 “b}s Rée} =
97 K'/_@[{ »& +RupOg +
1/ Ry— e, R) S “”s+1/ V'E (14.3.33)
=— b — = 8a — ne 3.
)y b 28h 8 K)o
alakban frhatjuk fel.

Mivel a §C?,, varidci6 és igy a V4 (8C?,,) derivéltak is zérus értékiek a
9 C M tartomany komplementerében, azonosan eltlinnek a & C M tartomény
hatdrén is, ezért (14.3.33) utols6 tagjanak jaruléka nulla. Igy, amikor a tel-
akkor az |

Rup — EgabR =8k Ty (14.3.34)

Einstein-egyenletekhez jutunk.
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A « allando6 értékét dimenzionalis meggondolasok, valamint a Newtoni-hatar-
esetre vonatkozé elvdrdsaink alapjan G/c* értékiinek szokds valasztani. A to-
vébbiakban mi majdnem mindig a geometrizalt egységeket fogjuk haszndlni,
ami azt jelenti, hogy mind G, mind pedig ¢ értéke 1, azaz x is egységnyi,
tovdbbd minden fizikai mennyiség, amit kiilonféle mértékegységek kombina-
cidival adhatunk meg a geometrizdlt egységrendszerben, egyszertien a hossz
kiilonféle hatvanyaival lesz kifejezhetd [S50]. A 87 ért€két természetesen nem
vélaszthatjuk egységnyinek, ami azzal az el6nnyel is jar, hogy jelzi, hova kell
visszailleszteniink a k = G/c* kifejezést, ha vissza szeretnénk térni példaul az
SI egységrendszerhez.

Erdemes megjegyezni, hogy amikor a A € R kozmolégia 4llandét is tartalmazé
modositott

Ty = / (R—2A)e (14.3.35)
M
gravitaciés hatasbol indulunk ki, akkor
1
Rap — 5 8abR+Aguy =87Ty, (14.3.36)

)

kozmolégia dlland6val bdvitett Einstein-egyenletekhez jutunk.

14.3.1. Megjegyzés. A (14.3.33) egyenlet jobb oldaldnak utolsé tagja kiilon
figyelmet érdemel. Ez a tag csak akkor lesz nulla, ha nemcsak a metrikdnak,
de annak elsé parcidlis derivdltjanak varidcioja is eltiinik a & C M tartomdny
hatdrdn. Ezt a kényelmetlenséget példdul azzal a technikai jellegii feltétellel
lehet kikiiszobolni, hogy a (14.3.25) hatds helyett a

,%;zyg—z/ K& (14.3.37)
29

hatdst varidljuk, ahol K a 09 hatdr

1
Kb = 5€uhat (14.3.38)

kiilsé gorbiiletének K = K,h®® = Ven, kontrakcidjdt jeloli [50].
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Ennél sokkal elegdnsabb a Palatini dltal javasolt modszer. Palatini a Hilbert-
hatdsban szereplé metrikdt és torziomentes kovaridns derivdltat — ket egy-
madstol fiiggetlennek tekintve — kiilon-kiilon varidlta és azt taldlta, hogy a met-
rika szerinti varidcio ekkor is az Einstein-tenzort adja, mig a kovaridns deri-
vdlt szerinti varidciobol automatikusan a kovaridns derivdlt metrikdval valo
(5.4.35) kompatibilitdsi feltétele adodik.

14.4. A diffeomorfizmusinvariancia kovetkezményei

Tekintsiink most egy olyan ¢ : M — M diffeomorfizmust, amely egy tetszdle-
gesen kivalasztott, de rogzitett ¥ C M kompakt tartomanyon kiviil minden
ponthoz onmagét rendeli. Ekkor az integrdlok meghatdrozdsira vonatkozd
(12.0.7) tulajdonsag alapjan egyrészt az

/ Loy €= / 0" (ZLy€) (14.4.39)
M M=M
egyenlOséget, mig ¢ megvalasztdsa alapjan az ebbdl kovetkezd
[ 16" Ze)-2se1=0 (14.4.40)
Z

relaciot kapjuk. Legyen ¢, : M — M egyparaméteres diffeomorfizmuscsoport,
melyet egy olyan £¢ vektormezs generdl, amely eltdinik a 2 tartomény komp-
lementerében. Ekkor a (14.4.40) egyenlet ¢* — ¢, helyettesitéssel vett alakjat,
valamint a Lie-derivalas (10.0.1) definici6jat felhasznélva a

/9;65 (L, €] =0 (14.4.41)

reldci6hoz jutunk. Az utébbi egyenlet a Leibnitz-szabdly, valamint a (14.1.11)
0L

egyenletek bal oldala 4ltal definialt Sy,

Euler-Lagrange-kifejezések és az
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energiaimpulzus-tenzor definiciéja alapjan

0.%y 5.7, h}
O g iy O e 8T £ee® b e =0

/9{51//(1)"'... ¢V SWn) .. V) [ b) 34
(14.4.42)

alakban irhat¢ fel.

Ezt az egyenletet kétféleképpen is interpretdlhatjuk. Az egyik lehet6ség az,
hogy feltessziik, hogy teljesiilnek a 5‘3/(% =0 anyagi Euler-Lagrange-egyenletek.
Ekkor az £¢ g = —2V(@ED) rel4ci6, Ty, szimmetridja, valamint a Leibnitz-
szabdly ismételt haszndlata révén azt kapjuk, hogy

/ Tt e=—2 / T,VeEP e = (14.4.43)
9 JD

_ _2{/9@"“ (T“,,éb) E—/@(V“Tab)ébs} ~0.

Kihaszndlva most azt, hogy a £¢ vektormezg eltlinik a 2 tartomény komple-
menterében és igy az zérus a d 2 hatéron is, azt kapjuk, hogy a jobb oldal els§
tagjanak jaruléka zérus. Végiil figyelembe véve azt, hogy a £% vektormezs a
2 tartomany belsejében tetszbleges, azt kapjuk, hogy

VT = 0. (14.4.44)

Igy, amikor az anyagmezdkre vonatkozé Euler-Lagrange-egyenletek teljesiil-
nek, a diffeomorfizmusinvariancia egyik kovetkezményeként azt kapjuk, hogy
az energiaimpulzus-tenzor sziikségképpen divergenciamentes.

Megforditva, amikor az energiaimpulzus-tenzor divergenciamentessége garan-
0S

talt, akkor a (14.4.42) egyenlet alapjan az anyagmezdkre vonatkozo 5y
Euler-Lagrange-kifejezések, valamint a £ vektormez&hoz tartozd £§ Wiy ...
Lie-derivéltak (14.4.42) integrandusdban szereplé kombindcidira vonatkozd

megszoritast tudunk szarmaztatni.
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Erdemes megjegyezni, hogy amikor a fent alkalmazott gondolatmenetet az
Ly — Ly helyettesitéssel megismételjiik, akkor a diffeomorfizmusinvarian-
cidra hivatkozva a

ViGu =0 (14.4.45)

egyenlethez jutunk, ami nem mds, mint a kétszer kontrahalt Bianchi-azonossag.

Igy ebben az esetben a diffeomorfizmusinvariancia a mar eddig is ismert geo-
metriai tulajdonsagokon feliil semmi tjat nem ad.

14.5. Altaldnos megjegyzések

A késdbbi fejezetekben a graviticio €s anyag kiilonféle csatolt specidlis rend-
szereivel foglalkozunk. Miel6tt erre ratérnénk, alljon itt néhdny dltaldnos meg-

jegyzés.

* Tekintsiink a térid§ alapsokasdgén egy tetszGleges (&, y) térképet, ame-
lyen x',...,x" lokilis koordinatdk. Ekkor a (6.6.36) relacié kontrakci6-
javal nyert

Ryp = 0T e — Bal"ssﬁ + FfaBF‘gg(p — F‘PSBFEWP, (14.5.46)
valamint a

1
1—‘yab = E gys {aocgsﬁ + aﬁgas - 88805[3} (14.5.47)

Osszefliggéseknek megfelelden Ricci-tenzor Ry komponenseit, mint a
8ap metrika koordindtdk szerinti legfeljebb masodrendd deriviltjaitol
fliggd erdsen nemlinedris kifejezést irhatjuk fel.

A nemlinearitds mértékét, ahogy arra mar az el6széban ramutattunk,
jOl érzékelteti az az észrevétel, hogy (14.5.46) két utolsé tagja mar egy
négydimenzids téridében is — a metrikus tenzor komponenseibdl, vala-
mint azok parcidlis derivaltjaibdl felépiilé — két nyolcadrendd polinom
hanyadosaként frhat6 fel.
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Mindezeknek megfelel6en a (14.3.34) Einstein-egyenletek, még a T, =
0 egyenletnek megfeleld, tisztan vakuum probléma esetében is a met-
rikus tenzor tiz fiiggetlen komponensére vonatkozd, erésen nemline-
aris, csatolt masodrendd parcidlis differencidlegyenletrendszert képez-
nek. Ahogy azt a 14.6. alfejezetben megmutatjuk, a metrika Lorentz-
szignatdirajanak koszonhetden, a diffeomorfizmusinvarianciat kihasznal-
va, alkalmas mértékrogzités révén ezek az egyenletek olyan csatolt, nem-
linedris hullimegyenletekként irhatok fel, amelyekre értelmes kezdGér-
tékprobléma fogalmazhaté meg.

Amikor Ty, # 0 az Einstein-egyenleteket az anyagmezdkre vonatkozd
Euler-Lagrange-egyenletekkel egyiitt, szimultdn kell megoldani. Igy
példdul az Einstein—Klein—Gordon-rendszer esetén a csatolt téregyen-
leteket az

1 1 .
Rap = 5 8 R = 8T | (Va®) (Vi9) = 58a» [87 (Ve9) (V9) +m*97]

(14.5.48)

IV Vi —mPp =0, (14.5.49)

alakban frhatjuk fel. Mivel mind a g,, metrika, mind pedig a ¢ skaldr-
mez6 mindkét egyenletben szerepel, ezek valoban csak egyszerre hata-
rozhat6k meg.

Einstein mar az elmélet megalkotdsa sordn értelmezte a prébatest fo-
galmat. Probatesten olyan pontszeriinek tekinthetd objektumot értiink,
amelynek a kornyezet dltal okozott graviticids hatdsokhoz viszonyitott
gravitaciés onkolcsonhatasa elhanyagolhaté. Az Einstein altal megfo-
galmazott geodetikus hipotézis értelmében a csak graviticids hatdsok-
nak kitett prébatestek geodetikus paly4dn mozognak. Erdemes megemli-
teni, hogy az6ta nemcsak prébatestekre, de minden olyan korlatozottan
kiterjedt test esetében is, amelyhez a tomegkozéppont fogalma értelmes
moédon bevezethetd, az Einstein-egyenletek VT, = 0 integralhatésagi
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feltételébdl kiindulva sikeriilt bizonyitani [5, 3], hogy a test tomegko-
zéppontjanak u“ egységnyi normdju négyessebesség vektora elegendden
nagy pontossiaggal eleget tesz az u®V,u® = 0 geodetikus egyenletnek.
Igy a geodetikus hipotézis magdbdl a graviticié-anyag csatolt egyenle-
teinek egyik kovetkezményébdl szarmaztathatd. Ez az eredmény 1énye-

s

gesen er0siti az Einstein-elmélet onkonzisztencidjaba vetett hitiinket is.

+ Milyen mértékben hatdrozédik meg a téridé R,.¢ gorbiileti tenzora? A
Ricci-tenzor és a gorbiileti skaldr bevezetése sordn, a 6.3 alfejezetben az
Rupeq gorbiileti tenzort a g, metrika, az R, Ricci-tenzor, az R gorbiileti
skaldr, valamint a W, Weyl-tenzor felhaszndldsaval a

Rabea = Wabed + ,,3_2 (ga[cRd]b - gb[cRd]a) - (n,])szga[c 8djb
(14.5.50)
alakban frtuk fel. Emellett, az Einstein-egyenletek alapjan a Ricci-ten-
zort, illetve a gorbiileti skalart az

Rap = 87Ty — 258 T, illetve R=—1ZT (14.5.51)

n

alakban adhatjuk meg az energiaimpulzus-tenzor, illetve annak 7' = T,°¢
= Tefgef kontrakciGja segitségével. Igy naivan azt is gondolhatnank,
hogy a Weyl-tenzor a gorbiilet azon része, amit nem hatdroz meg a Ty,
anyageloszlas. Azonban ez nincs igy. Gondoljunk ugyanis arra, hogy az
Rapea Riemann-tenzor eleget tesz a VR, q¢ = 0, vagy a vele egyenér-
tékd

ViRped’ + VeRapa® + VipReaa® =0 (14.5.52)

Bianchi-azonossdgnak, illetve abbdl —az ‘a’ és ‘e’ indexekben vett kont-
rakcio6 révén — kapott egyszer kontrahalt

VaRpea" = VeRpa+VpRea =0 (14.5.53)

alakjanak.
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14.5.1. Feladat. A (14.5.50) és (14.5.53) egyenletek felhaszndldsdval
mutassuk meg, hogy a Wypcq Weyl-tenzorra a

V'Wapea = 225 ViR + sy e VaR 1= 4T e (14.5.54)

egyenlet teljesiil, ahol Jp. az elsé két indexében antiszimmetrikus, (0,3)-
tipusu anyagdram-tenzort jeloli.

Mivel a (14.5.51) relacidk értelmében a J,;, anyagaram-tenzor egyértel-
miien meghatdrozhat6 a T, anyageloszlds ismeretében, a gorbiilet Weyl-
része is legalabb olyan mértékben a T, anyageloszlas dltal meghatdro-
zott, mint maga a Ricci-rész. A (14.5.54) egyenlet haszndlata kiilondsen
adekvit lenne a gravitacids sugarzdsok tanulmédnyozdsa sordn, hiszen ott
az ennek kapcsdn vizsgdlt aszimptotikusan sik térid6kben a Weyl-tenzor
konforminvariancidja alapvetden leegyszertsiti a konformis kompakti-
fikacids technika alkalmazdsa sordn a nemfizikai térid6 geometridjira

vonatkozoé téregyenletek egy részének szdrmaztatdsat [9, 10].

Miel6tt tovabb mennénk, érdemes racsodélkozni arra, hogy a (14.5.54)
egyenlet szellemiségében nagyon emlékeztet a forrassal rendelkezé elekt-
romagneses térre vonatkozo

VeF,, =41, (14.5.55)

Maxwell-egyenletre, ahol F,;, az elektromdgneses tértenzort, J, pedig a
térid6ben taldlhato toltésdramokat jeleniti meg.

14.6. Az Einstein-egyenletek, mint hullimegyenletek

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy az Einstein-egyenletek egy csa-
tolt, er6sen nemlinedris hullimegyenlet-rendszerré irhatok at. Amint ez hama-
rosan nyilvanvalé lesz, ebben ismét az elmélet diffeomorfizmusinvariancidja
jatssza a foszerepet. Azt is fontos megemliteni, hogy az ismertetett gondo-
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latmenet Choquet-Bruhat [2] alapvet6 felismerésére, valamint annak Helmut
Friedrich [11] &ltal nyujtott altaldnositasara épiil. Konkrétabban a lentebb is-
mertetett gondolatmenet ezeknek az alapveté eredményeknek a kiilonféle fi-
zikailag redlis anyagmez6k bevondsdval nyert dltalanositasat mutatja be [34].
Az érdekl6dd olvasd az Osszes ismert anyagmez6t feloleld targyaldst taldlhat
[35]-ben.

A téridGt ebben a részben is egy (M, g,p) pérral jelenitjiik meg, ahol M sima,
parakompakt, 6sszefiiggd, irdnyithato és differencidlhat6 sokasdg, mig g, sima
Lorentz-metrika M-en. Mivel a g,, metrika segitségével barmely tenzoridlis
kifejezés kovarians indexe lehuzhatd, a téridén értelmezett anyagmez6krdl —
az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil — feltehetjiikk, hogy azokat (0,/;) tipusd
Y, a..» tenzormezdk dbrazoljak. Ezekr6l a mezokrol feltessziik, hogy azok a

ViVay, = 7, (V’(.f)’VCV’o)’gEf) (14.6.56)

alaku dltalanos nemlinedris hullimegyenleteknek tesznek eleget, ahol a v, ob-
jektumok a (0,7;) tipusu Y a.b tenzormezdk roviditett jelolésére szolgalnak,
tovdbbd az .7 (0,/;) tipusd tenzoridlis mennyiségek a jelzett valtozéik sima
kifejezései. Erdemes megemliteni, hogy (14.6.56) tipusu egyenletnek tesz ele-
get példaul a Klein-Gordon skaldrmezd, az elektrodinamikai tereket megjele-
nitd vektorpotencial, de a részecskefizikai modellalkotdsban alapvetd szerepet
jatsz6 Yang-Mills-Higgs mez6k mindegyike is [34].

A metrikdra vonatkoz6 téregyenlet kapcsan azzal a feltételezéssel €liink, hogy
azt az

R =Fa (W VeV, 8er) (14.6.57)

alakban irhatjuk fel, ahol R,;, a metrikdval kompatibilis V, kovaridns derivalé
operatorhoz tartozé Ricci-tenzort, %, pedig a jelzett véltozéinak egy olyan
sima (0,2) tipusu tenzoridlis kifejezése, amelyre teljesiil a

Vi =0 (14.6.58)



198 14. FEJEZET. A TEREGYENLETEK SZARMAZTATASA

relacid. Specialisan, példaul négydimenziéban a kozmoldgia konstanssal ki-

)

bdvitett Einstein-egyenletek esetén
T (Vs VeV 8er ) =87 (T — 38 T) — Agab (14.6.59)

Mivel csak a tenzoregyenletekbdl nyert parcidlis differencidlegyenletek meg-
oldhat6sagardl tudunk beszélni, fontos annak meghatdrozasa, hogy milyen ala-
kot oltenek a (14.6.56) és (14.6.58) egyenletek valamely tetszSlegesen valasz-
tott x* lokdlis koordindtdkban. Ehhez elGszor is idézziik fel, hogy az R, Ricci-
tenzort az

1
Rop = —58""9udvgap +85(a V)T + Heyp(8ep 9yep) (14.6.60)

alakban irhatjuk, mig a V*V,y, kifejezés x% lokélis koordindtakhoz tartozé
alakjanak egyik tagjdban megjelend gV, I'?, operatorra

YV = Ro" + Vel '+ HS (8ep, ygep) (14.6.61)

teljesiil, ahol
I =g*rt (14.6.62)

és H), B és H}" a jelzett véltozéik sima kifejezései.
Igy példaul az x* lokalis koordinétikban (14.6.56) a
li
VAV, =8 udey, — Y (¥, ) 5 (Ra’ 430 1°) + (14663)
k=1

+ 0, (8ep Oy8eps V- OV,

alakba irhato, ahol (%)> [;Ck] AV, oo S0y, komponenst jeldli, tovdbba

a e%’?’ ’) kifejezések most is sima fiiggvényei a jelzett valtozéknak.

A fentiek figyelembevételével egyszerti algebrai dtalakitdsok révén megmu-
tathatd, hogy a vizsgalt gravitacid-anyagmezSk csatolt rendszerére érvényes
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(14.6.56) és (14.6.58) téregyenletek atirhatok a

l;
8" udvy, = kZl (Vi) 5V el + 2, (82, Oygep Wi, 0yy,) (14664

guvguavgaﬁ = 2g6(avﬁ)F6 +Hyp (gspa ayg£p7 Y aYlI’(j)) (14.6.65)

alakba, ahol a VI kifejezéseket formadlisan a vektornak tekintett ré mennyi-
ségek kovaridns derivéltjaként hatdrozzuk meg.

Ha ismernénk a I'® mennyiségeket, akkor a (14.6.64) és (14.6.65) téregyenle-
tek a v, €s gop mennyiségekre egy olyan csatolt hiperbolikus egyenletrend-
szert alkotndnak, amelyekre vonatkozé kezd6értékprobléma jol meghatarozott,
azaz alkalmasan valasztott kezd6értékekhez a kérdéses egyenletek egyértelmd,

kauzélis és a kezd6adatoktdl folytonosan fiiggd megoldast rendelnek.

Mivel a I'® mennyiségek elére nem ismertek, az igynevezett redukalt fejldési
egyenleteket haszndljuk. Ezeket gy nyerjik, hogy a ré mennyiségeket n da-
rab £ : M — R val6s fiiggvénnyel helyettesitjiik és a (14.6.64) és (14.6.65)
téregyenletekben a Vo I? kifejezéseket a V f‘s kifejezésekkel helyettesitjiik.
A f? fiiggvényektdl egyediil azt vérjuk el, hogy amikor adottak az eredeti kez-
d6értékprobléméhoz tartozo [gqp, digap] kezdSadatok, akkor a kezddfeliileten
az ebb8l meghatarozott I'® és 9,I fiiggvényekre a o =T9 és o, f° = 9,I®
relaciok teljesiiljenek.

Mivel az x* lokdlis koordinatdkban a
VAV = -T? (14.6.66)

egyenlet teljesiil, azt is mondhatjuk, hogy az f® : M — R valés fiiggvények
rogzitése valdjaban olyan x* lokdlis koordindtdk valasztdsaval ekvivalens, ame-
lyekre fennall a

VAVx® = — f° (14.6.67)

proans

egyenlGség. Ha az utébbi egyenleteket, mint kezd&értékproblémat oldjuk meg

Py

olyan kezd&értékekkel, amelyekre a dx®* koordinatadifferencidlok linedrisan
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fuggetlennek, akkor valéban egy lokdlis koordinatarendszerhez jutunk. Az is
igaz, hogy ezekben a koordinatakban a Christoffel-szimbolumokbdl meghata-
rozott I'® mennyiségekre a

=9 (14.6.68)

egyenlGség teljesiil, azaz megfelelden valasztott koordinatikban a ' kifeje-
zések megegyeznek az eredetileg tetszGlegesen valasztott f° : M — R térid6-
fuggvényekkel. Utdbbiakat Friedrich nyoman [11] a mértékvalasztashoz tar-
tozé forrasfiiggvényeknek nevezziik. Abban a specidlis esetben, amikor min-
den 0 index értékre f5 = 0 a Choquet-Bruhat altal bevezetett [2] harmonikus
koordinatdkhoz jutunk.

Tekintsiik most megint a (14.6.64) és (14.6.65) egyenletekbdl nyert redukalt
fejlédési egyenleteket és tegyiik fel, hogy taldltunk ezekhez megoldast. Az
egyik legtermészetesebb kérdés az, hogy a kapott megolddsa eleget tesz-e az
eredeti graviticié-anyag rendszerre vonatkozo (14.6.56) és (14.6.58) egyenle-
teknek is.

A vialaszunk megadasa el6tt idézziik fel, hogy annak megfeleléen, ahogyan

az (14.6.56) és (14.6.58) egyenletekbdl a redukalt egyenleteket eldallitottuk, a
2% =19 — f9 kiilonbségre a

Raﬁ —%a[; == g5<aVﬁ)@5 (14.6.69)
li

VOV, ~ T, = Y. (‘l’m) L (14.6.70)
k=1

osszefiiggések teljesiilnek. Igy a redukélt egyenletek megolddsa pontosan ak-
kor megoldésa az eredeti téregyenleteknek, ha 29 azonosan eltiinik.

Annak belatasa érdekében, hogy ez valdban teljesiil, hasznaljuk a kétszer kont-
rahalt V¢ [Rab — % gabR] = 0 Bianchi-azonossagot, valamint a V4%, = 0 egyen-
16séget. Ezek segitségével a 29 = T'% — #9 kiilonbségre a

VAV, 2° +R%, 2° =0 (14.6.71)
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egyenlet szarmaztathat. Mivel a (14.6.71) hullamegyenlet homogén és li-
nedris a 29 véltozéban (14.6.71)-nek az azonosan zérus kezdéadatokhoz csak
azonosan zérus megoldasa tartozhat. Mindezek figyelembevételével az lathatd,
hogy amikor adottak az eredeti problémahoz tartozé [gqg,d;gqp] geometriai
kezdGadatok, akkor az ebb6l meghatarozott [I', 9,1'9] kezdGadat-vélasztishoz
illeszkeds f° fiiggvényeket haszndlva mindig az azonosan zérus megolddst
kapjuk a 2% = I"® — #9 kiilonbségre, ami kozvetve igazolja, hogy a redukalt
fejlédési egyenletek megolddsai mindig megoldasai az eredeti téregyenletnek
is.






15. fejezet

A linearizalt Einstein-elmélet

Az Einstein-féle gravitdcidelméletben nincs graviticiés mez8, azaz a gravi-
tacios jelenségek teljes egészében a térid6 geometridjanak helytdl és id6tol
val¢ fiiggése, pontosabban fogalmazva térid6fiiggése révén valnak magyardz-
hatéva. Ennek az elméletnek most egy olyan hatdresetét fogjuk tekinteni,
amelyben a graviticio ,.,gyenge”. Ez az dltaldnos relativitdselméletben pon-
tosan azt jelenti, hogy a térid6 geometridja csak kis mértékben tér el a sik
Minkowski-téridé geometridjatél. Megmutatjuk, hogy ez a hatdreset mind a
Newton-elmélet alapjainak reprodukaldsit, mind pedig a gyenge gravitacids

hulldmok leirdsét lehetGvé teszi. !

15.1. A linearizalt elmélet

15.1.1. Feltétel. A térid6 g, metrikdja csak , kicsit”, a

(l)gah:nah+hah (15.1.1)

egyenletnek megfelelden, csak a hyy, eltéréstenzorral tér el a Minkowski-téridé
Nap metrikdjdtol. Az eltérés , kicsinységre” vonatkozo feltételiink azzal egyen-

I'A tovabbiakban specidlis négydimenzids téridéket vizsgalunk.

203
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értékit, hogy a tériddben létezik olyan Minkowski-féle globdlis koordindtarend-
szer, hogy az Nap €s a hyyp eltéréstenzor erre vonatkozo Nep és hqg komponen-
seire az Nop = diag(—1,1,1,1), valamint a

|hapls|Oyhapl, |0ydshap| < 1 (15.1.2)

reldciok teljesiilnek.

A linearizdlt egyenleteket igy nyerjiik, hogy az Einstein-egyenletbe a metrika
helyére a (15.1.1) kombindciét helyettesitjilk, majd a kapott egyenletekbdl a
hgp-ban magasabb rendd tagokat elhanyagoljuk, azaz csak a linedris tagokat
tartjuk meg. Legyen d, az n,, metrikdhoz tartozé ,kovaridns derivalé opera-
or”. Annak érdekében, hogy a h,, eltérésnek ne legyenek rejtett elGforduldsai,
a soron kovetkezd formuldkban minden index lehtzast és felemelést az 1, €s
N metrikdk segitségével végziink el. Erdemes észben tartani mint egyediili
kivételt, hogy a (1)g® metrikat nem az nn® (g, + kontrakcioként definidl-
juk, hanem az aldbbi feladat megoldasaként kapott kozelitést alkalmazzuk.

15.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (15.1.1) reldcioval meghatdrozott met-
rika inverzének linearizdlt alakjdt — amelyre a (1) gab(l) 8" ~ 8, egyenlet li-
nearizdlt értelemben teljesiil — a

(1)gab:nab_hab:nab_naenbfhef (15.1.3)

reldacioval adhatjuk meg.

15.2. A linearizalt Einstein-egyenletek

Az el6z6 részben kivalasztott Minkowski-féle globdlis koordindtarendszer fe-
lett a hyy, eltérést felhasznalva a linearizalt Christoffel-szimbdélumokat a

Ty = 10 (Duhie + Ophae — Aehap) | (15.2.4)
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a Riemann-tenzort a
<1)Rabcd = Nde (817(1)1—@(16 - 8(1(1)rebc> (15.2.5)
= % (ahachad + ad&ahbc - ahgdhac - aaachbd) 5

a Ricci-tenzort a

(I)Rab = <1)Raebe (15.2.6)

= % (&eabhea + aeaaheb - Dhah — 8(,8;,}1) R

valamint az Einstein-tenzort a

(1) (1) (1)
G = Rap—3Nap R =3 (0.0ph° 4+ 9e0uh’ (15.2.7)

—Dhgyp, — 0,0ph — nab(?gafhef + Nab Dh)
kifejezésekkel adhatjuk meg, ahol a i és O szimbolumok a Ay, eltérés h =
he¢ = hayn® kontrakci6jat és az N metrika O = n9d,d;, hullimoperatorat

jeloli. A O hulldmoperator barmely Minkowski-féle koordinatarendszerben
0 = —9? 4 97 + 97 + 97 alakban adhat6 meg.

15.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az utolso egyenletet felhaszndlva, vala-
mint a hy, eltérés helyett a

hab = hap — $Navh (15.2.8)
Jtrace”-megforditott * kifejezést haszndlva a linearizdlt Einstein-egyenletek a
0 - - - )
Gap = —3 Ohap + 90 haye — 3 Nap 9 by = 87 Ty (15.2.9)

alakban irhatok fel.

2Az elnevezés onnan adédik, hogy ekkor a Ay, és hy, kifejezések ,trace”-ire a h = —h
Osszefiiggés teljesiil.
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15.3. A Maxwell-elmélet

A Minkowski-téridsben — melyet az (R* 1,;) pérral jelenithetiink meg — az
elektromagneses mez6t az F;, Faraday-tenzor segitségével adjuk meg, mely a

9F = —4ml, (15.3.10)
duFpe) =0, (15.3.11)

egyenleteknek tesz eleget, ahol J, az elektromos toltésekhez tartozé négyes
aramvektort jeloli.

Mivel az F,;, Faraday-tenzor valdjaban egy 2-forma amelyre (15.3.11) teljesiil,
a Poincaré-lemma biztositja, hogy létezik olyan A, vektorpotencidl, amelyre

Fup = 0,Ap — OpA,. (15.3.12)
Ekkor az (15.3.10) egyenletet a
0° (&aA;, — 8;,Aa) = 8“8aA;, — ab (8“Aa) = —47'L'Jb (15.3.13)

alakban irhatjuk fel, ahol a masodik Iépésben a parcidlis derivéltak sorrend;jé-
nek felcserélhetdségét hasznaltuk ki, tovabba

0“0y =—0} + 0] +0; +07 = -] +V?, (15.3.14)
ahol V? a j6l ismert Laplace-Beltrami opertort jeloli.

Ismert, hogy a vektorpotencidl nem egyértelm, hiszen tetszdleges (elegen-
déen regularis) y-fiiggvény valasztisa esetén a

Al =Au+dux (15.3.15)

kifejezéssel adott vektorpotencial is ugyanazt a Faraday-tenzort adja, azaz F!, =
Fup.

Ezt a szabadsagot kihasznélva tudunk olyan vektorpotencialt, mas néven mér-
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téket valasztani, amelyre (15.3.13) helyett a nala sokkal bardtsagosabbnak tin6
090,Ap = —4nJ, (15.3.16)

egyenlet teljesiil. Ennek beldtdsdhoz tegyiik fel, hogy az A, vektorpotencidl
tetsz6leges €s valasszuk meg most a y-fliggvényt igy, hogy az tegyen eleget a

99,y = —3A, (15.3.17)

egyenletnek. Vezessiik be ezek utdn (15.3.15) felhasznéldsdval azt az A/, vek-
torpotencidlt, melyet A,, valamint a y-fiiggvény hatdroz meg. Mivel

0°Al = 0°A,+ 3%y =0 (15.3.18)

az igy nyert vektorpotencial esetén a Maxwell-egyenletet (a vesszOk elhagydsa
utdn) valéban az (15.3.16) alakban irhatjuk fel.

Erdemes még megemliteni, hogy az igy nyert dj A!, vektorpotenciél sem egyér-
telmd, hiszen tetsz6leges olyan djabb y-fiiggvény vélasztdsa esetén, amelyre

9 =0 (15.3.19)

teljesiil, megdrzi a Lorentz-mértékiiséget, azaz egy ilyen mértéktranszforma-
ci6 végrehajtdsa utdn is érvényben marad a dA, = 0 reldci6 az Gjonnan nyert
vektorpotencialra.

15.4. A diffeomorfizmusinvariancia specialis esete

Vegyiik észre, hogy amennyiben azt tudndnk garantdlni, hogy a

2°hg, (15.4.20)

kifejezés nulldva valjon, akkor — mivel a d, kovaridns operétorok tetszdleges
tipust tenzormezdk esetén kommutdlnak — a (15.2.9) egyenletet a

Ohyy = —167 Ty (15.4.21)
alakban irhatnank fel.
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Természetesen semmi ok arra, hogy az d°h,, kifejezés értéke altaldban min-
deniitt nulla legyen, ugyanakkor — ahogy azt lentebb meg is mutatjuk — az
altaldnos relativitdselmélet diffeomorfizmusinvariancidjt kihaszndlva mindig
taldlhatunk olyan, az eredeti Ay, eltéréstenzorral mértékekvivalens //, dbrdzo-
last, amelyre a 9¢%,, kifejezés mar eltiinik.

Emlékezziink arra, hogy az (M,gq,) és az (M', g/ ,) térid6k mértékekvivalen-
sek, ha taldlhat6 hozzdjuk olyan ¢ : M — M’ az M sokaséagot az M’ sokasdgra
képezd diffeomorfizmus, amely a g, metrikdt a g/, metrikdra képezi, azaz
8ab = 9" 8ab-

Kordbbi feltevéseink értelmében a linearizalt elméletben léteznek Minkowski-
féle globalis koordinatarendszerek. Az ezek kozotti dtmenetet biztosito leg-
egyszertibb ¢ : M — M diffeomorfizmusokat a

X X =x* (15.4.22)

tipust koordinéta-transzformdciéval adhatjuk meg, ahol £% olyan ,,infinitezi-
malis” vektormezd az R*-gyel diffeomorf alapsokasigon, amelynek kompo-
nenseire barmely Minkowski-féle koordinatarendszerben a d,&, tenzor kom-
ponensei kicsik, azaz dg g < 1. Erdemes megjegyezni, hogy a Lorentz-
transzformaciok nem johetnek szamitasba, mert azoknal bizonyos komponen-
sek mindig tdl nagyokkd valnak.

Egy dltaldnos koordindtatranszforméci6 sorédn a g,, metrika g5 komponensei
a
, dx* dxV

§up = S 5 v (15.4.23)

relaciénak megfeleld szabaly szerint transzformdldédnak. A specidlis (15.4.22)
koordinatatranszformacié esetében a Jacobi-maétrixot a

u
g;‘,a — §H o+ DM (15.4.24)

alakban frhatjuk fel. Igy a (15.4.23) és (15.4.24) egyenleteknek megfelelen,
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a hyy, eltéréstenzorban és a d, &, kifejezésekben magasabb rendd jarulékok el-
hanyagolasaval azt kapjuk, hogy a

g:;b = Nab + hah + aaéh + ahéa = Nap + hah + gf: Nab (15-4-25)

relacidoval meghatdrozott metrika linearizalt értelemben mértékekvivalens az
eredeti g,p = Nup + hgp metrikdval. Tehdt azt mondjuk, hogy a stk Minkowski-
téridG hy, és h), linedris perturbacidi biztosan mértékekvivalensek, ha az alap-
sokasdgon taldlhat6 olyan &7 ,infinitezimdlis™ vektormezd, hogy a

Wy = hab + 0a&p + O6&a = hap + L Nab (15.4.26)

reldcié teljesiilion. Igy a €% vektormezS alkalmas megvilasztdsa — konk-
rétabban, a 8a§ﬁ derivaltak infinitezimalitdsa — biztositja azt, hogy az ere-
deti ,,Minkowski-tipusi x* koordinatakb6l” a (15.4.22) koordinatatranszfor-
maécio segitségével kapott 4j x'* = x'*(x") koordinatdk ugyancsak Minkowski-
tipusudak.

Az eredeti célunkhoz visszatérve induljunk ki most egy teljesen altalanos A,
linedris perturbdcidibdl és hatdrozzuk meg a

08 = —0hge (15.4.27)

linedris hulldimegyenletnek eleget tevd ¢ vektormez6t.

15.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (15.4.27) egyenlet megolddsa dltal
meghatdrozott (15.4.22) koordindtatranszformdcio és a hap — hyy = hap+ 9,6+
€, mértéktranszformdcio eredményeként elédllé i_z/ab kifejezés eleget tesz a

oK, =0 (15.4.28)

alakban felirt Lorentz-feltételnek. 3

3 A feltétel elektrodinamikai megfelelGjét elsoként a ddn szdrmazasi Ludwig Lorenz alkal-
mazta, ugyanakkor mindenki azt gondolta, hogy az is a sokkal ismertebb Hendrik Lorentz-
t6l szarmazik. Ez a torténeti hiba 6rokl6déen megmaradt, igy ma mar tobbnyire Lorentz-
mértékfeltételrdl beszéliink.



210 15. FEJEZET. A LINEARIZALT ELMELET

Mindezekbdl az kovetkezik, hogy a vesszdzott eltéréstenzorra — a vesszok el-
hagydsa utan — a linearizalt Einstein-egyenlet valoban a

Oy = — 167 Ty (15.4.29)

alakban irhat6 fel. A vakuumesetben, azaz amikor (')Tab azonosan zérus értékd
a (15.4.29) linearizélt Einstein-egyenlet pontosan a zérus nyugalmi tomegi 2-
es spind részecskék a sik Minkowski-téridében felirt fejlédési egyenleteivel
esik egybe. Igy az Einstein-elmélet a linedris hatdresetben valéban a zérus
nyugalmi tomeg( 2-es spinfi ,,gravitonok™ elméletévé redukalodik.

Fontos megemliteni, hogy a (15.4.27) és (15.4.20) egyenletek alapjan tovabbi
olyan (15.4.22) alaku specidlis mértéktranszformacié végrehajtasara van mo-
dunk — amelyek megtartjdk a (15.4.29) egyenlet alakjat —, feltéve, hogy a ko-
ordinétatranszformécié £ generdtora eleget tesz a

D&, =0 (15.4.30)

homogén linedris hullimegyenletnek.
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15.5. A Newtoni hatareset

Bar az Einstein-elmélet a gravitacié napjainkban elfogadott legpontosabb el-
mélete, nem szabad figyelmen kiviil hagyni azt, hogy a Newton-féle gravita-
cidelmélet nagyon jol hasznalhaté olyan gravitacids jelenségek leirdsa sordn,
amelyekben nem 1épnek fel tdlsdgosan erds graviticids hatasok és a gravita-
cios tér forrdsainak mozgéasa lassi. Mindezen fizikai feltételeknek az imént
ismertetett linearizalt Einstein-elméletben az aldbbiakban kifejtett matemati-
kai hipotézisek felelnek meg.

15.6. A forras leirasa

Tekintsiink elGszor is egy csillagszer(i objektumot, mely a gravitici6 forrasaul
szolgal. Mivel a linearizalt elmélet keretein beliil gondolkodunk, 1éteznie kell
olyan (t,x,y,z) Minkowski-féle globélis koordindtarendszernek, hogy az 1.,
metrika €s a hy, eltéréstenzor erre vonatkozo Mg €s hyg komponenseire az
Nep = diag(—1,1,1,1), valamint a |hg|, |dyhag|, |dydshep| < 1 reldciok tel-
jestilnek.

Az, hogy a forras lassan mozog, egyrészt azt jelenti, hogy a hozza tartozo (I)Ta;,
energiaimpulzus-tenzorban megjelend impulzusaramok, illetve belsé fesziilt-
ségek (nyomasok) sokkal kisebbek, mint az energiadram-siirtiség, azaz (I)Tab—re
a
() (1) . (1) (1)
Ty > T, valamint T, > Tyg (15.6.1)

reldciok teljesiilnek, ahol most és a tovdbbiakban a feliilvondsos gorog in-
dexek mindeniitt az 1,2,3 értékeket veszik fel.* Ennek alapjan csillagszeri
objektumot valamely lassan véltozé elrendezésti rendszerét megjelenitd (I)Tab

4Az energiaimpulzus-dramokat megjelenitd négyesvektort, melyet j%-val jeloliink a j¢ =
—T,® reldciéval értelmezhetjiik. Igy az “)T,t > “)T,(x7 valamint an > “)Ta B egyenlGtlen-

ségek a |j| > | %], valamint T, < mT‘j‘B alakban is felirhatok.
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energiaimpulzus-tenzort kozelithetjiik a
VT ~ ptaty (15.6.2)

kifejezéssel, ahol 1 = (d/dt)" az adott vonatkoztatdsi rendszerben a csillag
anyagdaval egyiittmozg6 megfigyelSk érintdvektorat, p pedig az altaluk mért
energias(riiséget jeloli.

A forrasok lassi mozgdsanak egy masik kovetkezményeként feltehetjiik, hogy
a kialakul6 gravitacids tér id6beli véltozdsa lassu. Ez a linearizalt elméletben

azt jelenti, hogy a h, eltéréstenzor id6fiiggésétd] eltekinthetiink, és igy a iy, =
hop — % Nap h kifejezés idbéderivaltja is elhanyagolhatd.

Mindezen feltétek teljesiilése mellett a (15.4.29) egyenletbdl a
Ahy; = —167p (15.6.3)

kovetkezik, tovabbd, amikor az a és  indexek legaldbb egyike nem idGszeri
a
N_laﬁ =0 (15.6.4)

egyenleteket kapjuk, ahol A a Laplace-operatort jeloli, azaz az alkalmazott
Minkowski-szer(i koordindtdinkban a A = 97 + 9;} 4 97 alakban frhat6 fel. A
parcidlis differencidlegyenletek elméletébdl ismert, hogy az utébbi egyenlet-
nek az r — oo peremfeltételnek megfeleld fzaﬁ — 0 hatdresethez tartozé 1_10,[;
megoldasai mind az id6t6l, mind pedig a térkoordinataktol fiiggetlen dlland6
értéket vesznek fel.

15.6.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a f_lal; =dllando kifejezések segitségével
definidlt .
X =t LR (15.6.5)

koordindta-, vagy mértéktranszformdcié E* = %i_z” vx¥ generdtora infinitezi-
madlis. Ldssuk be, hogy a (15.6.5) koordindtatranszformdcio alkalmazdsa ré-
vén a l_zuv komponensekkel mértékekvivalens dbrdzoldsban a W uv eltéréstenzor
nem tisztdn iddszerii komponensei zérus értéket vesznek fel.
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Eppen ezért — legaldbbis a jelen kontextusban — a t#-komponenstd] eltekintve a
hep perturbécié dsszes tobbi komponensérdl feltehetjiik, hogy azok azonosan
zérus értéket vesznek fel.

Ezek utdn vezessiik még be a
hy = —4¢ (15.6.6)

jelolést, ami segit annak felismerésében, hogy az dltalunk vizsgalt hatdresetben
a hy, = —4¢1,t;, tenzor egyetlen nem zérus komponensére vonatkozé (15.6.3)
egyenlet éppen a Newton-elmélet alapegyenleteként is felfoghat6

Ap =4mp (15.6.7)

Poisson-egyenletnek felel meg.

15.6.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a hy, = —4 @ t,ty tenzorhoz tartozé hey,
eltéréstenzor diagondlis és a

hab = hap — $Naph = — (4tatp +20ap) ¢ (15.6.8)

alakban irhato fel, és igy a hy = —2 ¢ egyenldség is teljesiil.

15.7. A proébatestek leirasa

Ahogy azt kordbban emlitettiik, az dltaldnos relativitdselméletben a Mach-elvet
megjelenits tulajdonsag folytan a prébatestek geodetikus palyan mozognak.
Egy ilyen palydn mozgé test egyenletét valamely (,x,y,z) Minkowski-féle
globdlis koordindtarendszerben a

d’>x* o dxP axy

—— Ty =

dt? Tdr dt
alakban irhatjuk fel, ahol az x* = x* (1) fiiggvény a prébatest geodetikus vilag-

(15.7.9)

vonaldt dbrdzolja, T pedig a vildgvonal mentén mért sajatidé paraméter, mely
egyben affinparaméter is az x* = x*(7) geodetikus mentén.
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A prébatest u® = dx®* /dt négyessebességvektorit, az SI mértékegységek, va-
lamint a specidlis relativitiselméletben bevezetett

y=1/y/1-v2/2 (15.7.10)

boost-faktor segitségével az ismerGsebb u® = (¢, yv) alakban is felirhatjuk.

Ennek megfelelGen a lassti mozgds hatdreset a y ~ 1 reldcidnak felel meg, ami
a geometrizalt egységekre visszatérve, a ¢ = 1 feltétel miatt azt adja, hogy
u' ~ 1, azaz a T sajatidé paraméterre és az ¢ koordindtaidGre a T ~ r reldcid
teljesiil. Tgy a tovdbbiakban elegendd u® sebességvektor térszerti komponen-
seivel foglalkoznunk.

15.7.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az (15.6.8) egyenlet dltal meghatdrozott
hap eltéréstenzorhoz — erre a hg = haB = 0 reldciok teljesiilnek — tartozo
(15.2.4) egyenletnek megfelelden szamolt linearizdlt Christoffel-szimbolumra
a 26

N~

ra o, s
reldcio teljesiil, ahol a feliilvondsos indexek mindeniitt az 1,2,3 értékeket ve-
heti fel.

(15.7.11)

Mindezek alapjan, valamint a (15.7.9) és (15.7.11) egyenletek kovetkeztében
a probatest egyenletét a

d;:; S _a%’ (15.7.12)
vagy az ennél sokkal ismer&sebb

ma~ —mgrad(¢) = Fg.,, (15.7.13)
alakban frhatjuk fel, ahol a-val a prébatestnek a (z,x,y,z) Minkowski-féle glo-
bélis koordintarendszerhez viszonyitott a* = % gyorsulasat jeloltiik.
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Mivel a (15.6.7) és (15.7.13) egyenletek éppen a Newton-féle graviticidelmé-
let alapegyenletei, azt mondhatjuk, hogy az éltalanos relativitdselmélet lassu
mozgds és gyenge graviticids hatdsok hatdresetében a Newton-elméletté redu-
kalédik, igy annak természetes altalanositasaként is tekinthetiink ra.

Van azonban egy nagyon lényeges koncepciondlis eltérés a két elmélet kozott.
Mig a Newton-elmélet a naprendszerbeli bolygdék mozgasat ugy irja le, mint
ezeknek a prébatesteknek a Nap dltal keltett gravitacids térben, egy abszolut
térben végzett gyorsulé mozgdsat, addig az altalanos relativitiselmélet meg-
kozelitésének megfelelGen a bolygdk szabad prébatestként, geodetikus palydn
mozognak a Nap tomege és energidja révén gorbiilt téridében. Mivel a tér-
1d6 geometridja elegendden gorbiilt, a bolygémozgdsokhoz tartozé geodetikus

2

palyék térszeri értelemben korldtosak.






16. fejezet

Gyenge gravitacios hullamok

Ahhoz hasonléan, ahogyan a Coulomb-féle elektrosztatika utdn természetes
modon jelentek meg az elektromégneses hullimok az elektrodinamikdban, a
Newton-féle gravitiaciéelmélet dltalanositdsanak szamité Einstein-féle gravita-
cidelméletben is jfajta, gravitaciés hullimjelenségek 1éptek fel. A gravitacids
hulldm, mint a térid6 geometridjdban keletkezett zavar fénysebességgel tor-
ténd tovaterjedése képzelhet6 el. Ebben az alfejezetben — az el6z6 részben
bevezetett linearizalt kozelités felhasznaldsaval — a gyenge gravitacids hulla-
mok néhdny alapvetd tulajdonsdganak ismertetését, illetve a megtaldlasukra
kialakitott kisérleti berendezések koziil az interferometrikus detektorok elvi

mikodésének rovid bemutatasat tiizziik ki célként.

16.1. Az inhomogén egyenlet

Ahogyan azt kordbban mar megmutattuk, a d“h,;, = 0 Lorentz-féle mértékfel-
tételnek eleget tevé hyy, kifejezés segitségével a linearizalt Einstein-egyenletet
a

Oy = —167 Ty (16.1.1)

alakban frhatjuk fel.

217
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Ennek segitségével hatarozhatjuk meg példaul a jobb oldalon allé (])Tab energia-
impulzus-tenzormez6 dltal megjelenitett anyag, mint forrds dltal keltett gravi-
taci6s hulldmokat. A most kovetkezd rovid részben hyy, tisztan térszeri részei-

nek vezetSrendd viselkedését targyaljuk.

El6szor is érdemes felidézni, hogy a (16.1.1) egyenlet altaldnos megoldasa
mindig az inhomogén egyenlet valamely partikuldris megoldasanak, valamint
a homogén egyenlet altaldnos megolddsainak segitségével irhat6 fel. Ebben
a részben most csak az inhomogén egyenlet megoldasaival foglalkozunk, me-

(1) .. . . . . .
lyet a T, energiaimpulzus-tenzor ismeretében, valamint a szokdsos retardalt
Green-fliggvény segitségével a

—'/ =/
5 (1,3) 4/ ab(t |x|xﬂ,| LX) g3 (16.1.2)

integral segitségével adhatunk meg, ahol X a (¢, x, y,z) Minkowski-féle globdlis
koordindtarendszer térszer(i részéhez tartozé (x,y,z) komponensekkel rendel-
kez6 helyvektort jeloli. !

'Egy
Oy(t,x) = €(t,X) (16.1.3)

tipusd egyenlet megolddsa mindig megadhat6 a G(z,%;t',¥') Green-fiiggvény segitségével, mely
(16.1.3) pontszeri forrdshoz tartozé megolddsa, azaz a
oG(t, %t ) = 8(t—t',x—7%) (16.1.4)
egyenletnek tesz eleget. (16.1.3) y(¢,x) megoldasat a

w(t,%) = /szr T, ) di'd3x' (16.1.5)
alakban frhatjuk fel. Ezek utdn kihaszndlva, hogy a O hullimoperator Green-fiiggvénye a

N el e et 145))
G(t, %1, %) =— 7| (16.1.6)

adhat6 meg [19], ahol t — |¥ —¥|/c a ,retardalt id6t” jeldli, (16.1.3) megolddsat a

et —|x— w|/HC) 3
_ 4/ ] Bx (16.1.7)

implicit alakban irhatjuk fel.
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A kifejezések roviditése érdekében a ( )Ta;, energiaimpulzus-tenzor lineariza-
lasra utal6 ,,(V7-es indexét a tovabbiakban elhagyjuk. Erdemes

(o) — ~ Tw(p)
(P =4 [

alakban is felirni a (16.1.2) integralt, mert sokkal szemléletesebb. Itt J~ (p) ~
S? x RT a p pont iltal megjelenitett esemény muilt fénykipjat,

a*S(p) (16.1.8)

3
X(p) —x(p")| = \/ _Z,l (x%(p) —x%(p/))? (16.1.9)

a p és (p') események térszerii tavolsagat, tovabba d>S(p') a J~ (p) fényszeri
hiperfeliileten értelmezett térfogati format jeloli, ami, példaul gémbi koordi-
nétakban a d*S(p') = r'?sin(0')dr'd@’d ¢’ alakban frhatunk fel.

A tovabbiakban feltessziik:

(1) egyrészt azt, hogy a forrast messzirdl figyeljik meg, azaz a forrds L
karakterisztikus atmérdje elhanyagolhaté a forrdas megfigyel6tl mért r
tavolsagatol,

(2) masrészt azt, hogy a forrds mozgasa lassu, azaz azt az esetet tekintjiik,
amikor az el6forduld sebességek sokkal kisebbek, mint a vakuumbeli
fénysebesség.

Az (1) feltétel azt biztositja, hogy a nevezSben 1évS |X(p) — X(p')| kifejezést
helyettesithessiik az r tavolsdggal és az ekkor haszndlt kozelités relativ hi-
bdja nem nagyobb, mint L/r. Hasonldan, a (2) feltétel azt biztositja, hogy a
t —|¥—X’|/c retardélt id&t is helyettesithessiik az egyszertibb ¢ — r/c kifejezés-
sel. Az utébbi esetben alkalmazott kizelités relativ hibdja az [X(p) —X(p')| =~
r+ngX'® + O(1/r) dsszefiiggés értelmében, ahol n® = x%/r, az L/T nagy-
sagrendjébe esik, ahol 7 a forras karakterisztikus idéskaldjat jelzi, azaz a (2)
feltétel értelmében a forrds belsejében lejatszodé folyamatok elhanyagolhatd-
nak tekintett sebességével aranyos.
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Mindezen elSkészitések utdn /-t a
/Tab t—nxdx' (16.1.10)

kifejezéssel adhatjuk meg.

Ezek utdn a Ty, energlalmpulzus tenzormez6 9,7 = 0 divergenciamentessé-
gét kihasznalva 2 a f,, kifejezés tisztan térszeri részeinek vezetdrendi visel-
kedése az aldbbiak szerint hatdrozhaté meg. A

OT" 4+ 0:T¥ =0 (16.1.11)
T +9:T¢% =0 (16.1.12)

egyenletek alapjdn —a (16.1.11) egyenletet ¢, mig a (16.1.12) egyenletet az x?
koordinata szerint derivalva — azt kapjuk, hogy

OFT" = 9:05T%?. (16.1.13)
Az utols6 egyenlet mindkét oldalét az xOxP kifejezéssel megszorozva a
9P [T”xﬁ‘xﬂ = [0e0pT?] x%xP (16.1.14)

egyenlethez jutunk. A Leibnitz-szabdly, valamint a dgx® = 8% relécié tobb-
szori alkalmazdsdval a jobb oldalon 4ll6 kifejezést a

- {a(p(TB‘z’xa)—Tﬁ‘B} (16.1.15)

alakban frhatjuk fel.

2Ismert, hogy az energiaimpulzus-tenzor divergenciamentessége mindig biztositott, ha az
anyagmezdkre vonatkozé mozgasegyenletek teljesiilnek.
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Ezek utan a (16.1.10), (16.1.13), (16.1.14) és (16.1.15_) egyenletek alapjan és
kihasznélva azt, hogy a tisztdn térszer részekre a T%F = Typ egyenldség tel-
jesiil kapjuk a

dB /T“ﬁ Vd3x 2/{@2 [T”x/ax'ﬂ

_‘_aé/ [Tasx/ﬁ _‘_Teﬁx/a} _aé/ [(a(p/Té/(pl)xa/xBl} }d3xl
/(92 T /0y /ﬁ By = %82 |:/ Tttx/dx/BdSX/]
=0
P
_ 2y / [px’ﬁ‘x’ﬁ} & (16.1.16)
r

rel4ciét, ahol a d>x’ térfogatelem eldtt szogletes zardjelekben 4ll6 kifejezések
mindegyikét a 1" =t —  retardalt idSben kell kiértékelniink. A mdsodik sor-
ban megjelend teljes divergencidkat az integralds Gauss-tétele alapjan azzal az
észrevétellel hagytuk el, hogy a forrds lokalizalt, azaz tartéjanak és a p pont
mult fénykipjanak metszete mindig kompakt. A harmadik sor masodik 1épé-
sében az integraldsi tartomdny idéfiiggetlenségét kihaszndlva az id6 szerinti
derivélasokat felcserélhetjiik az integralds miveletével. Végiil az utolso 1épés-
ben azt haszndltuk ki, hogy T" = —T", a forrds p energiastirtiségével egyezik
meg, amelyet a r=dllandé hiperfeliileteken a (d/0d;)* egységvektorral mozgd
megfigyel6k mérnek.

Mindezek alapjan a hg tisztdn térszerG hy, p részének vezetorendd viselkedé-
sére azt kapjuk, hogy

- 2 R
hap(p) =07 / {px’“x’ﬁ}ﬂ:t_%d%’, (16.1.17)

azaz haB megadasdhoz a forrds tomegeloszlasinak masodik momentumat id6
szerint kétszer kell derivalni.
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16.2. A forrasmentes eset

Ebben a részben azokkal a szabad gravitacids hullamokkal foglalkozunk, ame-
lyek csak anyagmentes, azaz a T,; = 0 egyenletnek eleget tevs térid6kben 1¢-
teznek.

Amint azt kordbban is hangsilyoztuk, a d*h,;, = 0 Lorentz-féle mértékfeltétel-
nek eleget tevd hy, kifejezés a (16.1.1) linearizélt Einstein-egyenlet alakjanak
megtartdsa mellett tovabbi (15.4.22) alakd koordindtatranszformdciénak vet-
hetd ald, feltéve, hogy az infinitezimdlis £ vektormezs eleget tesz a

D&, =0 (16.2.18)

egyenletnek. Ezen mértéktranszformacio felhasznaldsaval lényegében véve to-
vébbi négy feltételt réhatunk ki a /4, kifejezésre, vagy a vele ekvivalens h,
eltéréstenzor komponenseire.

16.2.1. A sugarzasi mérték

A tiszta sugdrzasokat leird specidlis esetben, azaz amikor nincs anyag a térid6-
ben, a metrika A, perturbicidjara mind a h = h, fnef kifejezés, mind pedig a
e (& =1,2,3) komponensek azonosan nulldvé tehetGk. Ennek beldtdsdhoz
elegendd meggondolni, hogy amikor T, = 0 a A, kifejezés a

Ohgp =0 (16.2.19)

egyenletnek tesz eleget. Ismert, hogy az ehhez az egyenlethez tartozé kezdd-
értékprobléma jol kezelhetd, azaz a kezd6értékproblémanak létezik megoldasa
és az egyértelmd, tovabbad a megoldas folytonosan és kauzalisan fiigg a kez-
d6adatoktél. Mivel (16.2.19) értelmében a h,;, komponensek fejlédése szét-
csatolddik, azt is tudjuk, hogy azokhoz a komponensekhez csak az azonosan
zérus megoldas tartozhat, amelyekhez trivialis, azaz zérus kezd6adatot tudunk
vélasztani. Igy ahhoz, hogy a & és g (& = 1,2,3) mennyiségek mindeniitt
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azonosan zérus értéket vegyenek fel, csak azt kell biztositani a kezd6feliileten,
hogy a hés h,g (@ = 1,2,3) mennyiségeire vonatkoz6 kezdadatok eltiinjenek.
A h=0esetben ah = —h reldci6 folytan az is igaz, hogy i, = hyy. Emiatt ele-
gendG a h és g (0 = 1,2,3) kifejezésekre vonatkozd kezdGadatok eltéinését
biztositanunk. Utébbiak a hepg — i, g =hap+ do&p + dp&a transzformacios
szabdly folytan a

0=h =h—209,&+2du& (16.2.20)
0=0h' =0,h—20,0,& +29u(d, &) =
= Oih— 29595 +20u(,E) (16.2.21)
0=hlg = hg+ &+ ds& (16.2.22)
0= 0y =g+ 0,0, + 050, =
= dhyg + Ipdpla + ad,& (16.2.23)

formdban adhaték meg, ahol a feliilvondsos & és [i indexek a kordbban beve-
zetett jeloléseink értelmében az 1,2, 3 értékeket veszik fel, valamint a térszer(
indexek kettézott el6forduldsa tovabbra is mindentitt sszegzésre utal.

Amint az kénnyen ellendrizhets, a (16.2.22)-0s egyenletbdl 9,&5 kifejezve,
majd az igy nyert kifejezést a (16.2.21) egyenletbe helyettesitve a

A& =1 0h— % dphyg (16.2.24)

egyenletet nyerjiik. Hasonldan a (16.2.20)-as egyenletbdl 9, &4 kifejezve, majd
az igy nyert kifejezést a (16.2.23) egyenletbe helyettesitve a

Alq+95(9aén) = A dah — dihua (16.2.25)

egyenlethez jutunk. Mind (16.2.24), mind pedig (16.2.25) elliptikus egyenlet,
melyek a d;h, dghyp,dgh és 0,h;q forrdsok ismeretében kiilon-kiilén megold-
hatdk a &, illetve & kifejezésekre. Utobbiakb6l (16.2.24), valamint (16.2.25)
alapjan a d,&,, illetve d,&y kifejezések is meghatdrozhatok.

Ezen eljaras végigvitelével a (16.2.24) - (16.2.25) egyenletrendszer egyértel-
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mien megoldhat6 a kezddfeliileten a

(étv éxa éyv €z§ 8t§t7 8I§X7 (9zé‘y7 atéz) (16.2.26)

véltozokra, hiszen ott a forrastagokban szerepld
h, 0;ih, by, Oy (16.2.27)

kifejezések ismertek.

Utolsé 1épésként alkalmazzuk ezeket a kifejezéseket a (16.2.18) egyenlet meg-
olddsa sordn ugy, mint a keresett mértéktranszformacié £¢ generdtordra vonat-
koz6 kezdbadatokat. Az igy kapott kezddfeltételeket haszndlva meghataroz-
zuk a (16.2.18) egyenlet megolddsat, majd annak segitségével végrehajtjuk a
(15.4.22) transzformaciot. A vesszok elhagydsa utan az eredményiil kapott A,
eltéréstenzor nemcsak a Lorentz-feltételnek, de a

h=0, (16.2.28)
valamint a
ha=0 (a=1,2,3) (16.2.29)
feltételeknek is eleget tesz.

Az mir csak egy kellemes rdadds, hogy ekkor a }_zap, = hqp reldci6 ismételt
haszndlata folytdn a d%hqp Lorentz-feltétel a 8 = ¢ esetben a

Ohy =0 (16.2.30)

alakot olti. Igy a most vizsgalt tiszta sugdrzds esetében, azaz amikor Ty, = 0
és csak akkor, a h,; komponensre vonatkozé linearizalt Einstein-egyenletbdl

A’hy =0 (16.2.31)

kovetkezik. Ennek az egyenletnek az egyetlen, mindeniitt reguldris megoldasa
egy id6tdl és helytdl egyarant fiiggetlen allandd. Ennek értéke egy tovabbi,
minden korabbi feltételiinket tiszteletben tartd (15.6.5) tipusi mértéktransz-
forméacio segitségével zérussa tehetd.
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16.3. A geometriai szabadsagi fokok

Az elektrodinamikdhoz hasonléan a (16.1.1) linearizalt Einstein-egyenletbdl
kapott homogén egyenlet megolddsai is mint sikhullim-megolddsok szuper-
pozici6i adhatok meg. A vizsgalt rendszeriink valodi szabadsagi fokainak fel-
deritéséhez érdemes a homogén hullimegyenlet elemi sikhullim megoldasait
tekinteniink. Ennek megfeleléen — a sugarzasi mértéket, tovabba az azzal
kompatibilis /., = hyp, egyenlséget — hasznélva tekintsiik a

hap = Hap - exp [i-kyx'] (16.3.32)

sikhullim megoldast, ahol H,pg valamint kg helytdl és id6tol fuggetlen kifeje-
zések, azaz dyH,pg = 0 valamint dykg = O teljesiil. 3 Ezt a (16.1.1)-b&] kapott
homogén egyenletbe helyettesitve

kakgn™ =0 (16.3.33)

kovetkezik, ami azt jelenti, hogy az elemi hullimunk ¢ = ik,x? fazisaban sze-

replé k% hullimszam-vektor fényszerd az Nqp metrikdra nézve. Mindezeken

tilmenden — a vizsgdlt specidlis esetben — a sugarzasi és Lorentz-féle mérték-
feltételeket

h=0 <= Hun* =0, (16.3.34)

hog=0 <= Hya=0 (a=txy72), (16.3.35)

0%ep =0 <= k%Hpg=0 (B=1,x72) (16.3.36)

alakban frhatjuk fel.

3A (16.3.32) egyenlet dltal meghatérozott eltéréstenzor komplex és igy csak a komplex kon-
jugalt kifejezés hozzaadasaval nyert valos rész tekinthetd fizikainak. Fontos azonban megje-
gyezni, hogy az alkalmazott egyenletek linearitdsa folytdn a (16.3.32) alakban megjelend Hgg
kifejezésre kapott Osszefiiggések mindegyike kiilon-kiilon teljesiil Hyg val6s és képzetes ré-
szére is, igy a formuldk egyszeriibb alakjat elsddlegesnek tartva ebben a részben mindeniitt a
komplex Hyg-vel dolgozunk.
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Ebbdl a kilenc algebrai feltételbdl csak nyolc fiiggetlen, hiszen a kozépsd
egyenletekbdl az utols6 egyenlet 3 = r vélasztdsnak megfeleld specidlis esete
automatikusan adédik. Igy a szimmetrikus H,;, tenzornak — melynek altala-
nos esetben tiz fiiggetlen komponense van — a fenti nyolc algebrai megszoritas
kovetkeztében csak két algebrailag fiiggetlen komponense lehet.

Az egyszer(iség kedvéért, és az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil 4, tekinthe-
tiink olyan sikhulldmot is, amely a z-koordinatatengely irdnydba mozog. Ek-
kor

hep = Hypgexp[—io(t —z)], (16.3.37)
ahol a k% fényszerti hullimszdm-vektor komponensei £* = (®,0,0, ®), to-
vabbd o a hullam fazisvéltozasi gyorsasagat jeloli, amelyre a jol ismert @ =
k' = \/ki+k +k? egyenlSség teljesiil. A (16.3.35) egyenletbél, valamint a
Lorentz-feltételbsl azonnal adddik, hogy

8ahaﬁ = 8’h,5 + 85%&3 = —8,hl5 + aécha[s = azhzﬁ =0. (16.3.38)

Ez a reldci6 a hy, eltéréstenzor regularitdsara vonatkozé kordbban mér tobb-
szor alkalmazott érvelésiinknek megfelelGen azt jelenti, hogy a HzB kompo-
nensek tetszéleges, B = x,y,z-re szintén zérus értékdek. Emiatt csak a H,,,
H,,, H, és a H,, komponensek vehetnek fel nullatdl eltérd értéket.

Ezek utin h,;, szimmetridja és trace-mentessége folytdn a két algebrailag fiig-
getlen komponenst példdul a H, = H,, = —H,, és a H, = H,, = H,, kifejezé-
sekkel adhatjuk meg. Ezek segitségével magat a H,;, tenzort a

Hap = H [(ex)a(ex)s — (ey)aley)s] + Hyx [(ex)a(ey)s + (ey)a(ex)s], (16.3.39)

alakban frhatjuk fel, ahol (ey), és (ey);, az x és y koordindtatengelyek irdnydba
mutat6 egységvektorokat jelolik. A jobb oldalon taldlhaté két tag egyiitthat6jat
a tekintett gravitacios sikhullam két fiiggetlen — ,,plusszos” és ,keresztes” —
polarizéciés allapotdnak amplitidéinak nevezziik.

4A vonatkoztatdsi rendszeriinket alkalmas, az Euklideszi-térben szokdsos forgatdsok segit-
ségével a kivant irdnyba tudjuk allitani.
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Erdemes megemliteni, hogy az imént kapott két fiiggetlen kifejezés H, és H
is a (16.2.19) homogén hulldimegyenletnek tesz eleget.

16.4. Sugarzasi mérték az altalanos esetben

Korabban lattuk, hogy a Maxwell-féle elektrodinamika és a linearizalt Einstein-
elmélet tobb esetben nagyon hasonlé viselkedést mutat. Ez nem is meglepd, hi-
szen az alapvetd téregyenletek is nagyon hasonlitanak egymasra, azzal a nem-
trividlis eltéréssel, hogy mig a Maxwell-elméletben a vektorpotencidl, addig a
linearizalt Einstein-elméletben a metrika perturbécidja az alaptérvaltozo.

16.4.1. Az analdg elektrodinamikai probléma

Amint azt a 15.3 alfejezetben lattuk, a Maxwell-elmélet mértékfiiggetlen alap-
valtozdja az F,, Faraday-tenzor, melyet egy alkalmasan vélasztott A, vektor-
potencidl segitségével az F,, = d,A, — dpA, ithatunk fel. Azt is lattuk, hogy
az A,, valamint az A!, = A, + d, ) kifejezésekkel megadott vektorpotencidlok
ugyanazt a Faraday-tenzort hatdrozzdk meg, ahol y egy tetszGleges (elegen-
déen reguldaris) fiiggvény.

Lattuk, hogy még a Lorentz-feltétel sem vélasztja ki egyértelmiien a vektor-
potencidlt, hiszen a y-fiiggvényt mindig megvalaszthatjuk gy, hogy az eleget
tegyen a (15.3.16) egyenletnek és az igy nyert A, = A, + d, ) vektorpotencidl
pontosan akkor tesz eleget a Lorentz-feltételnek, ha A, is eleget tesz neki.

Azt is lattuk, hogy amikor az A, vektorpotencidl eleget tesz a d?A, = 0 egyen-
lettel meghatarozott Lorentz-feltételnek, a Maxwell-egyenletet a

d“9,Ap = —4mJ, (16.4.40)

alakban frhatjuk [19, 50].

Az talan kevésbé ismert, hogy tetszdleges vektorpotencialbdl kiindulva mindig
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elkészithetjilk a Coulomb-mértéknek (szokds ezt transzverzalis, vagy sugarzasi
mértéknek is nevezni) megfelels, bizonyos szempontbdl kitiintetett részeket.

Tekintsiik a Minkowski-téridé valamely inercialis megfigyel6rendszerre vo-
natkozé (7,x) id6-tér felbontdsdt. Az ehhez tartozé felbontdsra alapozottan
barmely A, vektorpotencialt felithatunk 3 A, = (—¢,Ag) alakban. Az ebben a
felbontdsban megjelend Ag térszer( rész is tovdbb bonthaté ,.transzverzélis™ és
Jlongitudindlis” részekre a Ag = Ag + dg ¢ sszefiiggésnek megfelelden, ahol
az Ag transzverzélis rész a 85‘Ag = 0 feltételnek tesz eleget. Beldthatd, hogy
ez a felbontds valéban egyértelm, ha a ¢ potenciél eleget tesz a V2@ = 9%Ag
egyenletnek és @ — 0 a r — oo hatdresetben.

Az imént bevezetett ,transzverzalis” és ,Jongitudindlis” részekre alapozottan
belathatd, hogy a
®=¢+9,¢, valamint AL (16.4.41)

kifejezések fiiggetlenek attdl, hogy milyen mértéknek megfeleld vektorpo-
tencidlbdl indultunk ki [19]. Az is konnyen ellendrizhets, hogy a Maxwell-
egyletek pontosan akkor teljesiilnek, ha ezek az invaridns kifejezések a

Vi® = —4mp (16.4.42)
DAL = —4xn {Ja - ﬁaa(a,@b)} (16.4.43)

egyenleteknek tesznek eleget, ahol J5 a (lokdlisan meghatarozott) négyes elekt-
romos dramvektor térszert részét jeldli, azaz a J, = (—p,Jg) Osszefiiggés tel-
jesiil.

Vegyiik észre, hogy a (16.4.43) jobb oldaldn 4116 dramvektor nem csak az em-
litett térszerd részt tartalmazza. A kérdéses kifejezés, melyet transzverzalis
daramvektornak nevezziik a

JL =14 — %a&(a,cb), (16.4.44)

SA ¢ skaldrpotencial el6tt 4116 negativ elGjel torténeti okoknal fogva sokkal hamardbb meg-
jelent az elektrosztatikdban, mint maga az A vektorpotencial az elektrodinamikaban.
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alakban adott.

Az ut6bbi Osszefiiggést kicsit figyelmesebben vizsgélva az is 14that6, hogy az
aramvektor JaT transzverzélis része még abban az esetben sem lokalizalt, ha a
valédi dramokat megjelenité dramvektor az [19]. Ez egy egyszer( kovetkez-
ménye annak, hogy ® egy Poisson-tipusi egyenletnek tesz eleget. Ne feledjiik
azonban, hogy bér (16.4.42) nem id6fejlodési egyenlet, @ mégis id6fiiggd, ha
p az.

16.4.2. A linearizalt gravitacio esete

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy nemcsak a vakuumesetben, de va-
16di fizikai forrasok feltételezése esetén is be lehet vezetni sugarzasi mértéket.
Ramutatunk azonban arra, hogy — az elektrodinamikai eset analdgidjaként —
ezt megfeleld koriiltekintéssel kell megtenniink, hiszen az utébbi esetben az

sz

igy nyert egyenletekben fellépd virtudlis (ugyanakkor matematikai értelemben

adekvat) forrastagok még véges kiterjedés( testek altal keltett hullamok eseté-
ben sem lokalizaltak.

A sugarzasi, vagy TT-mérték meghatdrozésa érdekében induljunk ki a 44 €l-
téréstenzor egy Minkowski-féle koordinatarendszerre vonatkozo ,,idészerd és

térszerl”
he | ha

hop = (16.4.45)

Olﬁ ( hﬁtt haB )

felbontdsabol. Vezessiik be az igy kapott részekre a
hu =29 (16.4.46)
fue = Pa+ Iy (16.4.47)

_TT | 1 ) i I P

hap =hgp+3H 845+ dagp) + (9a9ﬁ — 30,5V ) A, (16.4.48)

jeloléseket, ahol H = 5% ap> melyeta H = h+2¢ relci6 kapcsol a h = h%*y
trace-hez.
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A hyp eltéréstenzor (16.4.45) - (16.4.48) felbontdsdban szerepld Kifejezések
attél valnak egyértelmiden meghatarozottd, hogy rajuk egyrészt a

0%Ba=0, %4 =0, Bé‘hgg =0, 5‘7‘5}%{§ =0, (16.4.49)

kényszeregyenleteket, masrészt az r — oo hatdresetben a

y—0, €g—0, A =0, V21 =0 (16.4.50)
hatdrfeltételeket réjuk ki. (16.4.49) egyenletei koziil az utolsé kettd azt fejezi
ki, hogy a hg% divergencia és spurmentes, angolul , transverse-traceless”. Mi-
vel a szakirodalomban ezen szavak kezddbetdivel szokas jelolni a ,,transverse-
traceless” kifejezéseket, mi is ezt haszndljuk a tovdbbiakban.

Korédbban mar lttuk, hogy a hgp eltéréstenzor komponensei nem mértékinva-
ridnsak, igy a ¢, v, A, H, Bg, €g kifejezések sem lehetnek azok.

16.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a ¢,y,A,H,Bg,€a kifejezésekbél kép-

zett
® = —9+9y—19A (16.4.51)
®@ = L(H-V) (16.4.52)
Ea = Pa—1idea, (16.4.53)

kombindciok, valamint a 3 X 3-as h;% mdtrix mértékinvaridns kifejezések, azaz
ezek a kifejezések fiiggetlenek attol, hogy a hqg, vagy a vele mértékekvivalens
n, g =hap+ do&p + dp&a eltéréstenzorbol kiindulva hatdrozzuk meg dket.

16.4.3. Az energiaimpulzus-tenzor felbontasa

Miel6tt az imént bevezetett mennyiségekre vonatkozé téregyenleteket felir-
ndnk, tekintsiik az energiaimpulzus-tenzornak a hyp eltéréstenzorra alkalma-
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zott felbontashoz hasonl6 eljarassal nyert

Top = ( TT; TT’“ ) : (16.4.54)
ap
felbontasat, ahol a p, Sg, S, P, Oaj- O mennyiségeket a
Ty=p (16.4.55)
Tio, = So + 95S (16.4.56)
Typ = Pdos + O+ 0a0p) + (9adg — 18,5V7) (16.4.57)

Osszefliggések segitségével definidljuk, és ezek egyértelmii meghatdrozottsaga
érdekében megkoveteljiik, hogy a

0984 =0, %5 =0, 9%,;=0, 66,5 =0 (16.4.58)
kényszeregyenletek és az r — oo hatdresetben a
$—0, 64—0, 6—=0, V2650 (16.4.59)

lecsengési feltételek teljesiiljenek. Vegyiik észre, hogy (16.4.58) utolsé két
relaci6ja értelmében a 6,5 hdrmastenzor valdjaban egy TT-tenzor.

16.4.4. O3 Nem lokalis

Az éltalanos esetben az Einstein- és az anyagi térvaltozokra vonatkozé moz-
gasegyenleteket szimultan kell megoldanunk. A jelen esetben egyediil a geo-
metridra vonatkozo Einstein-egyenletekkel fogunk foglalkozni, azaz a forrdso-
kat alkot6 anyag torténetét meghatarozo mozgasegyenleteket most nem vessziik
figyelembe. Ennek megfelelden a jelen fejezet hatralévs részében feltessziik,
hogy a forrdsokat leir6 anyagmezOkhoz tartozd Tpp energiaimpulzus-tenzor

ismert.

A Typ energiaimpulzus-tenzor (18.5.52), valamint (16.4.55) - (16.4.57) ltal
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meghatdrozott felbontdsat felhaszndlva a 8"‘Taﬁ = 0 megmaradasi torvényt a

Vis — 5 (16.4.60)
3. 3.

Ve = —ZP+=S§ 16.4.61

c 5 + 5 ( )

V264 = 254, (16.4.62)

alakban frhatjuk fel, ahol p = T;;, Sq = T,5 — dgS és P = 5P Tap- Igy amikor
Top adott, ezek az egyenletek €s a rdjuk vonatkozo hatérfeltételek az S, o és
05 mennyiségeket teljesen meghatarozzak.

Mindezek, valamint (16.4.57) figyelembevételével Oup is egyértelmtien meg-
hatarozott, és a

2
Oaup = Tap — PSss — 0a0p) — (aaaﬁ — 18,5V ) c (16.4.63)
alakban irhato fel.

Mivel a (16.4.61) és (16.4.62) egyenleteknek megfelelGen a ¢ és 65 mennyisé-
gek nem lokdlisak, o, p sem lehet az. Ez teljesen analdg azzal az esettel, hogy a
Coulomb-mértékben 1évo vektorpotencidl térszeri részére vonatkozo (16.4.43)
Maxwell-egyenletben sem csak a lokalizalt toltésaramok, hanem a Coulomb-
potencidl derivaltjait is tartalmazd dgynevezett transverse-toltésdram jelenik

meg.

16.4.5. A linearizalt Einstein-egyenletek sugarzasi mértékben

Egyszer(i algebrai dtalakitdsok révén az is megmutathatd, hogy a Gop =87 Typ
Einstein-egyenletek a jelen esetben a

VO = —8np (16.4.64)
V2® = 4r(p+3P —39,5) (16.4.65)
V2Eg = — 1678, (16.4.66)
Dhgg = — 16T 05, (16.4.67)
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alakban irhatok fel ugy, hogy az ezekben el&fordulé ®, P és =5 mennyiségekre

a
81S = — 0,0 (16.4.68)
8n0 = — @10 (16.4.69)
8n0y = —0,8q (16.4.70)

reldciok is teljesiilnek.

Ezek az egyenletek nyilvdnvaléan mutatjak, hogy valéban csak a metrika TT-
része tesz eleget hullimegyenletnek, nevezetesen (16.4.67)-nek, mig minden
mds mértékinvaridns mennyiségre Poisson-tipusd egyenlet vonatkozik. Ut6b-
biak az egyenletek értelmében nem id6fejlédnek, annak ellenére, hogy mind-
annyian id6fiiggoek.

Mindezekre alapozottan a szokdsos érvelés a kovetkezképpen hangzik: A for-
rdsok olyan irdatlanul nagy tdavolsdgokban vannak téliink, hogy nyugodtan fel-
tehetjiik, az dltaluk keltett gravitdcios hulldimok ugyaniigy irhatoak le, mint a
tisztdn vdakuum, azaz forrdsmentes esetben.

A fenti analizisbdl az kovetkezik, hogy ez a kovetkeztetés hibds, hiszen a
(16.4.63) Osszefliggéssel meghatdrozott o B forrdstag nemlokdlis még akkor
sem, amikor a T, energiaimpulzus-tenzor tartdja kompakt.

16.5. A mérhet6 mennyiségek

A legigéretesebb graviticios hulldmdetektorok 1ényegében Michelson-féle 1é-
zerinterferométerek. Mara ilyen tipusu detektoroknak egy egész vilaghalo-
zata épiilt ki [24, 49, 12, 20, 18]. Az interferometrikus detektorok miikodési
elve nagyon egyszer(i. Az egymasra merSleges harom, illetve négy kilomé-
ter hosszusagu karokban, a metszéspontban talalhatd féligateresztd tiikortdl
azonos fazisban inditott, majd a végtiikrokrdl visszaver6dd és djraegyesiilé
1ézerfény interferenciaképében bedlld valtozasokat figyelik. Ezek engednek
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kovetkeztetni a karok hosszaban bekovetkezd valtozasokra. Leegyszertsitve
a karokban utazo 1ézerfény relativ fazisvaltozasabdl kivanjuk kiolvasni, hogy
valéban dthaladt-e gravitaciés hullam a detektorunkon.

Ez a magyardzat els6 ranézésre valoban egyszer(inek tlinik, de hamar elveszt-
heti a legjaratosabb elme is a magabiztossdgat, ha nem vigydz arra, hogy a
Newton-elméletbdl atvett, megszokdsokon alapuld érvelések meg ne tréfal-
jak. Vegyiik példaul a jol ismert tényt, miszerint a tdgulé univerzumban az
ott utaz6 fény hullimhossza is megnd. Mi torténik, ha az érkez6 gravitacios
hulldm hatdsara az interferométer karjaiban utazé fény hullimhossza ugyan-
olyan mértékben né vagy csokken, ahogyan a karok hossza valtozik? Ha ez
igy lenne, egydltaldn nem kellene semmiféle fdziseltoléddsnak fellépnie, azaz
esélyiink sem lehetne a detektdlasra. Egy masik bizonytalansdg forrasa lehet
az, ha példdul nem j6l haszndljuk ki azt a tényt, hogy az Einstein-elmélet nem-
csak a téridé geometridjanak valtozdsat, de a benne mozgd anyag és fizikai
mezdk torténetét, valamint a geometriat meghataroz6 anyageloszlasban bedll6
valtozdsokat is lefrja. Igy példaul mind a gravitdciés hullimkeltés folyamatat,
mind a keltett gravitacids hullamnak a detektorunkig torténé utazasat, mind
pedig a prébarészecskék szerepét jatszo tiikrok mozgdsat. Igaz-e, hogy a ja-
rulékos véltozdsok mind meghatdrozhatdk, és azok, amelyeket elhanyagolunk,
valéban elhanyagolhatok? Ha igen, miért?

16.6. Mértékvalasztas

A fenti kérdések megvalaszoldsa sordn ismét fontos szerepet jatszik a megfe-
lel6 mérték alkalmazdsa. Miutdn egy alkalmas mértéket kivélasztottunk, el6-
szor a detektor tiikkreinek, mint probarészecskéknek a mozgasat tekintjiik, majd
a detektor karjaiban mozg6 fotonok rovid leirdsat adjuk az alkalmazott linedris
kozelitésben.

Altaldban egy vildgvonalra, vagy torténetre gy gondolhatunk, mint az adott
részecske, vagy prébatest mozgdsa soran €rintett téridSpontok koordinatai-
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nak valamely T paramétertdl vald fiiggését meghatdrozé x* = x* (1) reldcidra.

Olyan tomeges probarészecskék, mint példaul a tiikrok esetén a legalkalma-

sabb paraméter a tiikrok vildgvonala mentén a tiikrokkel egyiitt mozgd ora

altal mért sajatido.

Igy a tiikrok, melyek a felfiiggesztésiikre merSleges sikban szabadon elmo-

zoghatnak — a kordbban targyalt geodetikus hipotézissel 6sszhangban —, olyan
dxt

x# = x#(7) vildgvonalakkal jelenithet6k meg, amelyek u* = (1) érintSvek-

torainak térszerli komponenseire az

o d*x® -
uVeu' = =5 +T%equu? =0 (16.6.71)

geodetikus egyenlet teljesiil.

2 2

Lattuk, hogy tetszGleges &% infinitezimalis vektormez§ altal indukalt
X K =x* O (16.6.72)
koordinatatranszformacié hatasara (linearis kozelitésben) a A, eltéréstenzor a
hop — hﬁxﬁ = hop+ da&p + Ipéa (16.6.73)

szabdly szerint valtozik.

sz

A (15.2.4)egyenletbe torténd egyszerl behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy
ezen valtozdsra nézve a Christoffel-szimbdlumok nem invaridnsak, és igy a
(16.6.71) egyenlettel meghatarozott probarészecskék palyai sem azok. Ki-
csit pontosabban fogalmazva, a g.,, = Nap + hep metrikdhoz tartozé globa-
lis Minkowski-féle x* koordindtikban felirt Christoffel-szimb6lumok és az
x% = x%(7) pélya fuggvényalakja kiilonbozik a g', = Mg + h, metrikdhoz
x'* koordindtdkban felirt Christoffel-szimbSlumoktdl és az x'* = x'%(1) pélya
fuggvényalakjatol.

Ez azt jelenti — és ez az dltaldnos relativitdselmélet keretein beliil nem is kel-
lene, hogy nagyon meglepd legyen —, hogy arra a kérdésre nem adhaté mérték-
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és koordinata-valasztastdl fiiggetlen valasz, hogy valamely részecske koordina-
ta-vildgvonala milyen x* = x%(1) fiiggvénykapcsolattal adhaté meg. Eppen
ezért érdemes koriiltekintének lenni, amikor a fent megfogalmazott kérdése-
inkre valaszokat keresiink.

Mind eziddig a linearizalt elmélet keretein beliil is mar tobbszor alkalmaztuk
az dltaldnos relativitdselmélet diffeomorfizmusinvariancidjabol ad6dé mérték-
szabadsdgot. Felmeriilhet a kérdés, vajon nem egyszerli gauge-effektus-e a
vizsgdlt hullimjelenség és mint ilyen esetleg nem is mérhet6. Ebbdl a szem-
pontbdl alapvet6 fontossdggal bir annak a kérdésnek a tisztdzasa, hogy van-e
egyaltalan, és ha van, mely mennyiségek mértékinvaridnsak a linearizalt elmé-
letben?

16.6.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az (16.6.72) és (16.6.73) transzformd-
ciok alkalmazdsa sordn a linearizdlt Riemann-tenzor

(1)
Rabea = % (abachad + adaahbc - abadhac - aaachbd) (16.6.74)
invaridns marad, azaz a g.p = Nap + hap metrikdahoz tartozo linearizdlt Riemann-
tenzornak az x* koordindtdkhoz tartozé {(d/dx*)} koordindta bdzisvekio-
rokra vonatkozd komponensei megegyeznek a transzformdlt gl, = Na, +h.,
metrikdhoz tartozé X'* koordindtdk dltal meghatdrozott {(d/dx'*)} koordi-
ndta bdzisvektorokra vonatkozo komponenseivel.

Fontos kiemelni, hogy a soron kovetkezd szamitdsok tetszSleges mértékben
és az ehhez illeszked6 megfeleld koordinatavalasztas mellett elvégezhetok. A
szamitdsaink egyszer(ibb elvégezhetdsége érdekében ennek az alfejezetnek a
hatralévé részében mindeniitt az anyagmentes esetben szokdsos ,,sugarzasi
mértékvalasztashoz” illeszkedd lokdlis koordinatdkat haszndlunk. Hangsu-
lyozni szeretnénk azonban, hogy barmilyen koordindtdkat is haszndlunk, csak
a mértékinvarians, azaz a koordinatak megvalasztasatdl fiiggetlen kifejezések
birnak valddi fizikai jelentéssel. Mivel a gorbiileti tenzor komponensei fiigget-
lenek az alkalmazott mértéktdl, érdemes lenne a detektorok altal mért fizikai
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mennyiséget is ezek segitségével kifejezniink.

Ahogy az a (16.2.28) - (16.2.31) egyenletekbsl kovetkezik, a sugarzasi mérté-
ket lokdlisan megvaldsité koordindtdk alkalmazdsa esetén a f,q (00 =1,,,2)
kifejezések zérus értékiiek. Ennek megfeleléen a (15.2.4) osszefiiggés altal
meghatdrozott Christoffel-szimbélumokra a

r“,=0 (a=1,2,3) (16.6.75)

egyenlet adodik. Tovabba, mivel most g, = —1 és g, = 0 — és igy az is igaz,
hogy a t koordindtaidd éppen a tiikrok vildgvonala mentén mért 7 sajatidvel
esik egybe — a (16.6.75) és (16.6.71) osszefiiggések alapjan azt kapjuk hogy
d2 o

a =
a detektor tiikreinek térszerli koordinatdi nem valtoznak meg akkor sern, ha

= 0. Feltéve, hogy a tiikrok kezdetben nyugalomba vannak, azaz < = 0,

gravitaciés hulldm halad at a detektoron.

Fontos hangsilyozni, hogy ez nem azt jelenti, hogy tiikrok nem mozognak.
Az imént megfogalmazott kovetkeztetés nem a tiikkrok tdvolsdgdnak dllando-
sagat jelenti, egyediil a tiikkrok térszert koordinatdinak id6beni valtozatlansagat
fogalmazza meg a kivélasztott Minkowski-féle koordinatarendszerre vonatko-
zdan.

Az imént megfogalmazott érveléshez hasonléan a (16.6.74) egyenletbdl az is
kovetkezik, hogy a kivdlasztott, a sugarzdsi mértéket lokdlisan megvaldsitd
koordinatarendszerben a Riemann-tenzor arapaly komponenseit a

R

atfr —

—307hgp (16.6.76)

Osszefliggéssel adhatjuk meg.

d - =0 és a (16.6.76) egyenletek nem mon-
danak ellent egymasnak, segithet az aldbbi feladatban megfogalmazott 4llitas
ellenGrzése.

16.6.2. Feladat. Ismert, hogy a T érintévektorral és X* eltérésvektorral jel-
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lemzett egyparaméteres geodetikus kongruencidk
a® =TV, (T'V X (16.6.77)
relativ gyorsuldsdra
TV (TIV i XY) = R TX/T? (16.6.78)

teljesiil. Mutassuk meg, hogy bdrmely, a sugdrzdsi mértéket lokdlisan meg-
valésité koordindtarendszerekben © a térszerit X(“B) = (9/9xP) koordindta-
bdzisvektorok, mint eltérésvektorok mdsodik u® menti kovaridns derivdltjdra,

a (16.6.76) egyenlettel osszhangban, az
WV (uPVpXP) = 192hy5X (16.6.79)

egyenlet teljesiil, ahol kihaszndltuk azt, hogy a feliilvondsos térszeri koordind-
takomponensek indexe eldjelvdltoztatds nélkiil szabadon lehiizhato, vagy fel-
emelhetd.

16.7. A megfigyelésrol

Tekintsiink most egy realisztikus, bar 1ényegesen leegyszerdsitett interferen-
cia elvén miikodd detektor elrendezését. A LIGO és Virgo detektorok eseté-
ben a legnagyobb érzékenység a 200H 7 koriili frekvenciatartomdnyba esik. A
szamitasok egyszerisitése érdekében tekintsiik ennek a frekvencidnak a felét.
Els6 hallasra meglepd, de az ennek megfeleld frekvencidji gravitdcids hullam
A hulldmhossza koriilbeliil 3000y, . A detektor birmely pontjdban egy ilyen
hullam két azonos fazisd dllapotdnak megjelenése kozott — az imént megfogal-
mazott frekvenciafeltételiink értelmében — 4, ~ 10[;]2 1d6 telik el.

Ez azt jelenti, hogy a fényjeleknek egy, a karok mentén oda-vissza torténd uta-
zdsa sordn a hgz komponensek értéke, az dltalinossag megszoritdsa nélkiil,

6Egy ilyen koordinatarendszerben a ¢ koordindtavonalak geodetikusok és azok u“ érintGvek-
tordra az u® = (9/9;)* = 8% reldcié teljesiil.
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j6 kozelitéssel allandénak tekinthetS 7, hiszen az elektroméagneses hullimok
25034 3. . .
top ™~ W()[[im]/x] = IO[S]3 idd alatt 50-szer teszik meg az oda-vissza utat a detek-

torkarok mentén.

Ahogy azt mar fentebb emlitettiik, az alkalmazott koordinatdinkra vonatkozd
feltételeket Osszegezve azt mondhatjuk, hogy a kivélasztott koordindtarend-
szerben g, = —1 és g;q = 0, igy a koordinataidd ¢ éppen a tiikrok vildgvonala
mentén mért sajatidével esik egybe. A térszerd koordiniatdk azonban még a
84 terszerl komponensek viszonylagos dlland6saga ellenére sem esnek egybe
valamely inercidlis megfigyel6khoz tartozé szokdsos koordindtakkal.

Vilasszuk most a koordindtarendszeriink térszerti koordinatdit igy, hogy azok
origdja a féligateresztd tiikornél legyen, mig az interferométer karjainak vé-
gén taldlhato tiikrok kiilon-kiilon helyezkedjenek el az x-, illetve y-tengelyek
mentén.

A detektor karjaiban utazé fotonok torténetére — geometriai-optika kozelités-
ben — mint fényszerti geodetikusra gondolhatunk, amely mentén alkalmas affin
paraméterként szolgal az A, = A{ - exp[i- ¢ ] vektorpotencidl dltal meghatéro-

zott elektromagneses hulldm ¢ = ¢ (x*) fazisa. 8 % 10

Példaul az x-tengely mentén mozg6 fotonokat megjelenits elektromégneses tér

7Fontos megemliteni, hogy a LISA detektor geometriai elrendezése és méretei lényegesen
masok, igy a LISA esetében az aldbbi argumentum alkalmazdsa nem adekvat.

8 Az elektromégneses hullimok geometriai-optika kozelitésben alkalmazhat6 leirdsa, ebben
olyan fogalmak, mint a fazis, fazisfeliiletek valamint fényszeri geodetikusok adekvat hasznéla-
tdnak magyardzata megtaldlhat6 a 17.1.3 alfejezetben.

9 Az imént felirt vektorpotencidl komplex és ahogy azt korabban is emlitettiik csak a komplex
konjugélt kifejezés hozzaadasaval nyert val6s rész tekinthet6 fizikainak. A formuldk egyszertibb
alakjat elsddlegesnek tartva ebben a részben mindeniitt a komplex A,-vel dolgozunk annak
tudatdban, hogy az ily médon nyert kifejezések mindegyike kiilon-kiilon teljesiil Aj, valds és
képzetes részére is. Tessziik ezt anndl is inkdbb mert a jelen alfejezet hatralévé részében tgyis
csak a ¢ valos fazis viselkedése lesz érdekes.

10Fontos azt is felidézni, hogy egy ® (kor)frekvencidji k hullimszam- vektort elektromag-
neses sikhulldm fazisdt a ¢ = kgx® alakban irhatjuk fel. Példdul abban a specidlis esetben
amikor a hulldm az x-tengely mentén mozog, azaz a hullimszdm-vektorra a k% = (0, ®,0,0)
relécid teljesiil, akkor a hullim phi fézisa a ¢ = kgx® = @ (1 — x) alakban irhat6 fel.
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A, vektorpotencidljira haté hulldimoperator ' a

DA = (=02 + (1= he)2+ 02 +02) A = (—0F + 33+ 02 +92) Aq

(16.7.81)
alakban frhat6 fel, ahol az utols6 1épésben bevezetett X’ koordinatét a
dx'
E:\/l—hmwl—%hm (16.7.82)

relacid hatirozza meg.

Igy a (r,x',y,z) koordindtdkban a fotonok evoliiciGjara vonatkozé hullimegyen-
let pontosan olyan, mintha azok a Minkowski-téridében utaznanak. Ezért a fo-
tonok elektrodinamikai megjelenitésére szolgdlé A, vektorpotencidl fazisval-
tozasanak meghatdrozasa soran nyugodtan alkalmazhatjuk a specidlis relativi-
taselméletben megszokott formuldkat. Mindezeknek megfelel6en az x-tengely
mentén mozgd o korfrekvencidji k* = (@, ®,0,0) hullimszdm-vektord elekt-
romagneses hullim ¢ = k,x'® fazisanak megvaltozasit — az x-tengelyen
fekvd kar mentén egy oda-vissza 1t sordn — a

80 = ko/® = @ (tyr, —2%),) = 0 (1o, — 2 [1 = Lhu] %) (16.7.83)

formuldval adhatjuk meg, ahol — a kordbban tett megéllapitdsainknak megfele-
16en — azt is kihaszndltuk, hogy az alkalmazott koordinatarendszerben a t ko-

1T Az dltalanos esetben a O hulldimoperatorban a

VoAg =0pAa —T7paAy
VeVpAa =0:(VoAa) —T7epVyAq —T7eaVpAy
OAy = gS(PVqu,Aa

osszefiiggéseknek megfelelGen szerepelnek a Christoffel-féle szimbélumok és azok derivaltjai
is. Ezeket — a jelenlegi argumentumunkban — a hyp kifejezések viszonylagos dllandosdgéra
hivatkozva (16.7.81)-ben elhanyagoltuk. Erdemes azt is felidézni, hogy a (15.1.3) osszefiiggés

értelmében
(l)gxx =0 B = 1 — By (16.7.80)
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7 z

ordinataidd éppen a tiikrok mentén mért sajatidével egyezik meg. Ezek alapjan

12

a két karban mozgé fényjelek faziseltérése '~ az utazasi tavolsagkiilonbségek

w-szorosdval egyezik meg, azaz
80 =380 — 50" = wx,, (2— hyy) — Oy (2 —hyy) (16.7.84)

ahol x,, és y, a karok végén taldlhatd tiikrok a sugdrzdsi mértéket lokali-
san megvalosité koordindtarendszerben dllandé térszer(i koordinatdit jeloli. A
kiindul6 feltevéseinkkel Gsszhangban, a zardjelekben 4ll6 mennyiségek ko-
zill az els6 mindkét esetben sokkal nagyobb, mint a masodik. Azonban az
els6 konstans tagoktdl id6derivaldssal megszabadulhatunk. Annak érdekében,
hogy mértékfiiggetlen mennyiségeket kaphassunk célszeriibb a (16.7.84) rela-
ci6 kétszeres idéderivaltjat, azaz a

d?8¢
arr

egyenletet tekinteniink. Mivel az x,, és y,, értékek — legaldbbis nulladrendben

— O (X107 hx — ym 7 hy) (16.7.85)

biztosan — helyettesithetdk a karok kozos L hossziisagaval, tovabba az dltalunk
hasznalt koordindtarendszerben a (16.6.76) relacié alapjan a 8t2hxx és (9t2hyy ki-
fejezéseket, valamint a gorbiileti tenzor Ry €s Ry, drapdly komponenseinek
egyenl6ségét kihasznalva (16.7.85)-bol kapjuk a

d25¢
dr?

- _zwL(thx[ _Rytyt) (16786)

relaciot. Igy a faziseltérés idszerinti masodik derivaltjat, mely a detektorok
altal mérhetd mennyiség, a mértékinvarians gorbiileti tenzor arapaly kompo-
nensei segitségével tudtuk kifejezni.

Erdemes kiemelni, hogy amint az a fenti levezetésbdl is jol latszik, hogy bér a

sz

detektor tiikreinek térszerid koordinatai idGben valtozatlanok, a koztiik 1évo ta-

127 féligateresztd tukortdl egyszerre, ugyanazzal a fazissal indul6 fényjelek fazisa az utaza-
suk sordn valtozik, de csak a féligateresztS tiikornél torténd djraegyesiilésiikkor valik mérhe-
tove.
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volsdg megvaltozik, amikor gravitacids hulldm halad at a detektorunkon. Az,
hogy a koztiik 1év tavolsdg megvaltozasat a tikkrok mozgdsaként, vagy az
Oket elvélaszté tér tdgulasaként, illetve 0sszehizddasaként interpretaljuk, izlés
kérdése. Ami nem szabad valasztds kérdése, az a mértékinvaridns mennyi-
ségekre kapott Osszefiiggések, példaul a faziseltérés masodik idéderivaltjara,
mint megfigyelhet6 mennyiségre kapott (16.7.86) Osszefiiggés sziikségszerid
komolyan vétele a graviticiés hullamok megfigyelése soran.

16.8. A detektor valasza forrasok figyelembevételével

A (16.6.78) egyenletbdl az is kovetkezik, hogy a detektorainkhoz érkezé gra-
vitdciés hullimok a detektor végtiikreinek a féligateresztd tiikrétsl mért L*(¢)
valddi tdvolsagdban az

d’>L%(1) 5 B .

— = —R% 5L, (i,j=12) (16.8.87)
egyenletnek megfeleld valtozast idéznek el6, ahol az Rﬁ‘t Bi kifejezések a mér-
tékinvaridns gorbiilet drapdly részét jelolik.

Azt is lattuk, hogy az L*(r) = LY + 8L%(t) helyettesités, valamint a

|Lo| feltétel biztositdsa mellett, a (16.6.76) Gsszefiiggést, valamint a szokdsos
5L )

l,, = OLgls, = 0 kezdGfeltételeket haszndlva azt kapjuk, hogy a karok
hosszvaltozasara

SLa(t) = lhggLB (16.8.88)

teljesiil.

Amikor a gravitaciés hullamokat valédi forrdsok keltik, a mértékinvarians gor-
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biilet kiilonféle részeire az

Reui = — 3 0hap +0ady ®+ 9,04 Zg) — 1 (970) 85 (16.8.89)
Rapyn = A9y, + I By + (910 ©) 85, (16.8.90)
Rapzs = 99yhy)q — 9adyhys); — (0a070) 855 + (5050) 355 (16.8.91)

relacidk teljesiilnek.

Mivel a ©,0,= ﬁ,h }3 potencialok eredendéen ! - rendben csengnek le az r —
oo hatdresetben, dg 8 @ példaul mér r—3, mig 8t8<a Ep) egy kicsit lassabban,

rl—z rendben cseng le. Ezzel szemben a 97 hgg, valamint a 97 © kifejezések
tovdbbra is % rendben csengenek le a vizsgdlt r — oo hatdresetben. Ezért
(16.8.87) és (16.8.89) alapjan a detektorkarok hosszvaltozasra (16.8.88) he-
lyett a

SLa(r)~ L [hTT 108, B} i (16.8.92)

Osszefiiggés teljesiil.

Newtoni kozelitésben a masodik tag jaruléka elhanyagolhatd, illetve kompen-
zdlhat6. Azonban a fizikailag redlis dinamikai esetekben ©® jdrulékat, vala-

mint a sugdrzdsi visszahatdst is figyelembe kell venniink. Utébbi azt jelenti,

hogy Typ-t mindeniitt a Ty5 + tgl;v kifejezéssel kell helyettesiteniink, ahol

l‘GW 1 (2)
of 8
tartalmazza. Ekkor az érvelésiink kordbbi részében alkalmazott megmaraddsi
tGW)
ap

Fontos annak hangsiilyozdsa is, hogy a p, Sg, S, P, o ap» Oa mennyiségek

Gop, ahol ( )Ga s az Einstein-tenzor pontosan mésodrendd tagjait

torvényt is a 0% (Top + = 0 Osszefiiggéssel kell helyettesiteniink.

értelemszer(i djradefinidldsa mellett minden kordbbi egyenletiink érvényben
marad, tovabba a (16.8.92) egyenlet masodik tagja, fliggetleniil a graviticids
hulldmot kelt$ asztrofizikai folyamattol, AT B-Val o0sszemérhetd, idGben valtozo

ésa
V2O = —87(Tpo+15,") < O (16.8.93)

egyenlet értelmében mindeniitt pozitiv jarulékot ad.
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Ennek megfelel6en a (16.8.92) egyenlet jobb oldaldn all6 mésodik tag egy
esetleg csak kicsiny mértékd, de mindenkor izotrép expanziét eredményez,
melyet a karok relativ hosszvéltozdsdra érzékeny LIGO-Virgo tipust detekto-
rok nem képesek érzékelni.

A pontos mennyiségi valtozdsok kiszdmitdsa nélkiil is felmeriil az a kérdés,
hogy honnan szarmazhat az univerzum expanzidjat el6idéz6 térfogatndveke-
déshez sziikséges energia. El6fordulhat, hogy a forrdsok altal gravitaciés hul-
Idmok alakjiban kibocsatott energia egy része esetleg nem a sugarzasi szabad-
sagi fokok kozvetitésével jut el hozzank? Szdmos hasonld kérdést tehetnénk
még fel, azonban ezek megvélaszoldsa csak a nemlinedris visszahatast is figye-
lembe vevd, azaz a teljes Einstein-egyenletek hasznalatdn alapul6 analitikus és
numerikus vizsgdlatok segitségével torténhet majd meg.



17. fejezet

I1zotréop kozmologiai modellek

Ebben a részben a standard kozmoldgiai modellnek tekintett homogén izotrép
kozmoldgiak legfontosabb tulajdonsagait ismertetjiik.

17.1. Geometriai alapok

17.1.1. Definici6. Az (M,gqp) téridd izotrdp valamely p € M pontban, ha a
téridon hato izometriatranszformdcioknak van olyan részcsoportja, amelyek a
p € M pontbeli T (p) érintétér multirdnyii fényszerii vektorait — és igy (lokdli-
san) a veliik, mint érintovel p-bdl inditott miltirdnyu fényszeril geodetikusokat
is — egymdskozt permutdljdk.

17.1.1. Hipotézis. Fizikai verzio: A Kopernikuszi-elv azt feltételezi, hogy lé-
teznek olyan kitiintetett megfigyeldk, akik — elegendden nagy léptékii skdldn —
az univerzumot izotropnak taldljdk.

Erdemes kiemelni, hogy a Kopernikuszi-elv messze tdlmutat mindazon, amit
az emberiség eddigi korlatozott csillagaszati megfigyeléseire alapozottan biz-
tosan tudhatunk. Ebben az értelemben az imént megfogalmazott hipotézis me-
tafizikai tartalommal bir, hiszen ezt alkalmazva nemcsak térben, de idGben is

245
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17.1. dbra. Az u® egységnyi normdjud id6szerti vektormezével mint érintével mozgé megfi-
gyelS barmely madltirdnyd fényszerti geodetikus mentén visszatekintve — elegendGen nagy 1ép-
tékd skdlan — nagyjabdl ugyanazt az anyageloszlast tapasztalja.

egy eléggé erls extrapolacidt hajtunk végre. Lényegében azt feltételezziik,
hogy az univerzumban létezik kitiintetett mozgast végzd megfigyelGknek egy
olyan hdromparaméteres csalddja, amelyhez tartozé megfigyelSk a teljes tor-
ténet sordn mindenkor izotrépnak latjdk az univerzumot.

17.1.2. Hipotézis. Matematikai verzio: A kozmologiai tériddben létezik egy
u® kitiintetett, egységnyi normdju u’u, = —1, iddszerii vektormezd, mely min-
deniitt érinti az univerzumot izotropnak érzékeld megfigyelok vildgvonalait.

Tegyiik fel, hogy az (M, g,p) pdros az univerzum-modelliinkként szolgdl6 koz-
moldgiai térid6t hataroz meg. Emlékezziink arra, hogy valamely ¢ : M — M
diffeomorfizmust izometriatranszformaciénak neveztiink, ha ¢ a metrikat is
onmagdra képezte, azaz a ¢ [M] = M reldcié mellett a ¢*g,p = gu» egyenlGség
is teljesiil. Ertelemszertien adédik, hogy a leképezések kompoziciéjdra, mint
szorzési miiveletre nézve az izometriatranszformdacidk csoportot alkotnak, me-
lyet az alabbiakban /-vel jeloliink.
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17.1.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az (M, gup) téridé a p € M pontban izot-
rop valamely u® € 7 (p) iddszeri négyesvektorral mozgd megfigyeldre nézve,
ha a téridén hato izometriatranszformdcicknak van olyan I, ,« C I részcso-
portja, amelyre

(1) bdarmely ¢ € I, .« esetén @(p) = p és @*u’ = u, tovdbbd

(2) bdrmely v*,w* € T (p), u®-ra merdleges, egységnyi normdju térszerii
vektorokhoz taldlhato olyan @, € I, ,« transzformdcio, amelyre

o, (V) = w. (17.1.1)

Az utébbi feltétel azt jelenti, hogy az u“-ra merdleges térszerd vektorok mind
egyenértékiiek, azaz kozottik nem létezik kitiintetett. Ugyanezt matemati-
kus berkekben gy szokds szépen megfogalmazni, hogy 7 . tranzitiven hat

71 (p)-en.

Ha az (M, gup) térid6 a p € M pontban izotrop, akkor az I, ,« részcsoport ele-
mei a p € M pontbeli .7 (p) érint6tér (¢ = —u” + v* alakban felirhaté multird-
nyu fényszert vektorait — és igy a veliik, mint érintével p-bdl inditott multira-
nyu fényszer(i geodetikusokat is — egymaskozt permutaljak.

17.1.3. Definicié. Az (M, g.p) pdros dltal meghatdrozott téridét izotropnak ne-
vezzitk az u® € 7 (M) sima négyesvektormezével jellemzett megfigyelGrend-
szerre vonatkozéan, ha (M,gqp) bdrmely p € M pontban izotrép az ottani
u® € 7 (p) négyesvektorral mozgé megfigyeldre nézve.

17.1.1. Megjegyzés. Mivel a kozmoldgiai téridénk minden egyes pontjdn egy
és csakis egy az univerzumot izotropnak érzékeld megfigyeld vildgvonala ha-
ladhat keresztiil, ezen megfigyeldk vildgvonalai nem metszhetik egymdst, azaz
a négydimenzios téridd folidzhato egydimenzios vonalak egy hdromparaméte-
res serege dltal.
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17.1.1. Geometriai tulajdonsagok

Tekintsiink most egy tetszdleges izotrép tériddt. Mivel barmely ¢ € 1, 4« transz-
formacid esetén ©*g.p = gap €s @*u’ = u® teljesiil, barmely p € M pontban az
u® vektor, a g,, metrika és tetszéleges I, «-invaridns tenzor felhaszndlasdval
készitett tenzoridlis kifejezés is I, ,«-invaridns, hiszen a 9.0.2 feladatban meg-
fogalmazott éllitdsnak megfelelGen tetszdleges (k,I)-tipusd T, illetve (K',1')-
tipusd S tenzorok esetén fenndll a ¢* (T ® ) = ¢*T @ @*S egyenlSség.

Ennek megfelelGen barmely p € M pontban I, ,«-invaridnsak példdul a

° nab = 6ab + uaub’
e i’ =uV.ul,
— gabed

* u Vi), vagy az o upV g,

* hy = 8ab + UqUlp

kifejezések.

17.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy m," = Sab + uqu® bdarmely p € M pont-
ban projektorként hat a 7 (p) érintétéren, azaz
. naeneh — ﬁab

o mu, = wlu¢ =0, és

« 10X =Xb 1Y, =Y, barmely X* € 7\ (p) és Y, € T (p) vdlasztds
esetén.
A 7" projekci6 segitségével barmely V¢ € .7 (p) vektor felbonthaté a

V=8,V = (1" — ue) Ve =V — (uV)u = VIV (17.12)
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relacionak megfeleléen, ahol az utolsé el6tti kifejezés masodik tagja, azaz
— (u,V¢)u*, a V¥ vektornak éppen az u” vektormezdvel parhuzamos VH“ részét
adja.

17.1.1. Lemma. Tegyiik fel, hogy az (M,gup) 1éridé izotrép az u® vektorme-
z0re nézve. Ekkor bdarmely p € M pontban

i = uV,u = 0. (17.1.3)

Bizonyitas: Egyszeri szamolassal kapjuk, hogy
i'u, = %ueve(u“ua) =0, (17.1.4)

amibdl az kovetkezik, hogy u“ merSleges az u® vektorra barmely p € M pont-
ban. Ha #“ nem lenne a zérus vektor valamely p € M pontban, akkor #* ki-
tiintetett vektor lehetne az u”-ra merdleges .7 (p) altérben, azaz az (M, g,p)
térid6 nem lenne izotrép a p € M pontban. O

17.1.2. Megjegyzés. A (17.1.3) egyenlet értelmében — amely bdrmely p € M
pontban teljesiil — az u® vektormezd integrdlgorbéi geodetikus gorbék, melyek
mentén a sajdtido egyben affinparaméter is.

Tekintsiink most egy tetszGleges monoton sima f € .% (M) figgvényt. f mo-
notonitasan azt értjiik, hogy gradiense sehol nem tiinik el, azaz V, f # 0. A de-
finici6 alapjan nyilvanvald, hogy V, f merbleges a f=dllando szintfeliiletekre,
hiszen f nem valtozik a szintfeliiletek mentén (lasd a 17.2 dbrat). Ekkor bar-
mely a szintfeliileteket érinté X¢ vektormezére teljesiil a XV, f = 0 feltétel.
Az is nyilvanvald, hogy barmely f=dllando szintfeliiletekre mer6leges n, for-
mamez§ ardnyos az V, f formamezdvel, azaz n, = gV, f valamely g € F (M)
fuggvényre, hiszen ekkor barmely a szintfeliileteket érinté X ¢ vektormezdre az
X%y = gX*V, f = 0reldcid is teljestil.



250 17. FEJEZET. IZOTROP KOZMOLOGIAI MODELLEK

[y

Xn
<= f=dllando
’/_K’la/ ///l
n

17.2. abra. Az f=dllands szintfeliiletekre merSleges n, formamezd ardnyos az V, f gradiens-
sel.

17.1.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy bdrmely n, = gV, f alakban adott for-

mamezd esetén
n[bVCnd] =0. (17.1.5)

Erdemes felidézniink, hogy a 7.2 alfejezetben megfogalmazott Frobenius-tétel
értelmében az u® vektormezore merdleges alterekhez pontosan akkor talalha-
tok integrélsokasdgok, ha barmely X, Y* € .7, (M) vektormezdre azok [X,Y]*
kommutétora is a .7 (M)-hez tartozik. Mivel

X, YUy = (XVY* =YV XYy =2XY Viuy, (17.1.6)

az [X,Y]* kommutdtor pontosan akkor merGleges az u“ vektorra, ha 1étezik
olyan Z, € .7*(M) formamez6, amelyre Vi a Z uy alakban irhat6 fel.

17.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor létezik olyan Z, € T*(M)
Jormamezd M-en, amelyre a Vi uy = Z,uy) egyenldség teljesiil, ha az upV cuy
hdrom-forma azonosan eltiinik.

17.1.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy az (M,gup) 1éridé izotrép az u® vektorme-
z0re nézve. Ekkor bdrmely p € M pontban

abcd

0% = £y, V oy =0. (17.1.7)
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Bizonyitds: Mivel €Y barmely indexpérjdban antiszimmetrikus
ou, =0, (17.1.8)

és igy tetszbleges p € M pontban ®“ merdleges az u® vektorra. Ha ®“ nem
lenne zérus valamely p € M pontban, akkor ®* az u®-ra merSleges 7| (p)
altér kitiintetett vektora lenne. O

Mivel £%¢¢ reguldris, ® csak akkor lehet az azonosan zérus vektor, ha az
uppVeug) hirom-forma is az. Igy a Frobenius-tétel értelmében az u® vektorme-
z06re merdleges alterek integralhatok, azaz 1éteznie kell olyan monoton elegen-
dGen sima f, g € .7 (M) fuggvényeknek, amelyre az u, = gV, f relaci teljesiil.

Specidlisan, ha a szintfeliileteket az u® vektormezd egy tetszSlegesen kiva-
lasztott integralgorbéje mentén mért T affinparaméterrel cimkézziik fel, akkor
az f = t valasztasnak megfelel§ f fiiggvény, az u® vektormezd u‘u, = —1
normalizaltsagdra vonatkozo feltételiink miatt, mindeniitt egyenld lesz az u®
vektormezd integralgdrbéi mentén mért, ily médon szinkronizalt T affinpara-
méterrel, melynek értelmében u, = V,t. Erdemes felidézni, hogy a korabbi
észrevételeink alapjdn az u® = (d/d )" relacid is teljesiil.

Mindezeknek megfelelden az izotrép kozmoldgiai modelliink M alapsokasdga
sziikségképpen az R x X szorzat-topoldgidval rendelkezik, bar a X hiperfeliile-
tek topoldgidja egyeldre hatarozatlan.

17.1.1. Allitas. Legyen az (M,gu) téridé izotrép az u® vektormezdre nézve,
tovdbbd legyen Sy, € T 02 (M) olyan szimmetrikus tenzormezd, amely bdarmely
p € M pontban I, ,q-invaridns. Ekkor

Sab = (Sepuu! Y uguy + % (Serh® ) hap . (17.1.9)
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M=RxX

17.3. dbra. Az izotrép kozmoldgiai modell M alapsokasdga az R x ¥ szorzat-topolégidval
rendelkezik.

Bizonyitds: Legyen p € M tetsz6leges és induljunk ki az ott értelmezett

Sab = Se 8.8 = Sep (s — uque) (my" — upne’) = (17.1.10)
=Sef nlm,t — (Ser 7w uy, +Ser umy uy) + (Sefueuf) Uity
——

11 Ll
Sllb Sab

1L I
S ab Sab
felbontasbodl.

Mivel az S.r mlul és Sef u¢my,” vektorok olyan I, ,-invaridns kontrakciok,
amelyek egyetlen szabad indexe a 7,” projektoron keresztiil tolthetd fel, ezek
barmely p € M pontban merdlegesek az u® € .7 (p)-re. Eppen ezért, ha az
Sef mful és S, f u¢m,’ dudlis vektorok valamelyike nem lenne zérus, akkor a
p € M pontban létezne az u®-ra merSleges .7, (p) altérben (az S,,-tdl fiiggd)
kitiintetett vektor. Mivel az (M, g4p) térids izotrép az u® vektormezdre nézve,
tovabba az S, € T 02(M ) szimmetrikus tenzormez$ barmely p € M pont-
ban I, «-invaridns, ezentil — az dltaldnossdg megszoritasa nélkiil — feltessziik,
hogy az S, ¢ m,lul és Seruf o, kifejezések zérus kovaridns vektorok.
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Hasonl6an a szimmetrikus S, ¢ n.Sm,’ tenzormez is I, ya-invaridns. Az is
konnyen belathaté, hogy az u“-ra merdleges vektorok terén értelmezett met-
rika, a g, metrika tisztdn merdleges-merdleges g.r n.lmy’ része

ha = e B! = ey (8" +1at®) (& + upe”) = gap + ey, (17.1.11)

alakban frhat6 fel. Ha az S, m,°m,’ € 79 (p) szimmetrikus tenzor ezen met-
rikdra vonatkozé sajitvektorai nem lennének hidromszorosan elfajultak (ezek
nem sziikségképpen zérus vektorok), akkor 1étezhetne kittintetett vektor az u“-
ra merSleges .7, (p) altérben. Eppen ezért az 1, ya-invaridns Sz, € 7% (p)
szimmetrikus tenzor tisztin merdleges-merdleges Sy m.lmy’ része a

Sef T my" = 1 (Serh®’ ) hy (17.1.12)

alakban frhat6 fel, ami (17.1.10) és az S,y w,‘u’ és S, um,’ kovaridns vekto-
rok zérus voltaval egyiitt pontonként igazolja a (17.1.9) felbontas helytallosa-
gat. O

17.1.3. Megjegyzés. Az imént bizonyitott dllitds mdsodik felében bemutatott
érvelés nagyon sok esetekben alkalmazhato. Legyen most példdaul ¥ az u®
vektormezore merdleges hdaromdimenzios integrdlsokasdgok egyike. Tekintsiik
elbszor a gy dltal rajta indukdlt hgy, metrikdt. A (17.1.12) egyenlet alapjdn
automatikusan kapjuk a

hef Wy = L (heph® ) hay = hap (17.1.13)

reldciot.

17.1.4. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a (17.1.11) és a (17.1.13) egyenlet
egy mdsik kovetkezménye az, hogy az izotrop kozmologiai modelliink metrikd-
jata

8ab = —ugup + hyp = —(dT)a(dT)h—i-hah (17.1.14)
alakban irhatjuk fel.
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Tekintsiik most a X-dn értelmezett h,, — pontonként I, q-invaridns — met-
rika altal meghatarozott D, kovarians derival6 operatorhoz tartozé (3>Ra;, Ricci-
tenzort, mely konstrukcidja alapjdn szimmetrikus és pontonként /,, ,«-invariéns.
Igy (17.1.12)-nek megfelelGen <3)Rab eleget tesz az

©)]

13
Rab =3

Rhyy, (17.1.15)
relacionak. Ezek utan a kétszer kontrahalt Bianchi azonossagot az (3>Rab Ricci-
tenzorra alkalmazva a

D* (“Rap =} "Rhar) = =4 D""Rhay = =4 D)"R=0 (17.1.16)

relacidhoz jutunk, amibdl az kovetkezik, hogy az u“ vektormezdre merdleges
haromdimenzids integrilsokasdgok gorbiilete dllandé.

17.1.5. Megjegyzés. A fenti érveléssel analég mddon az is beldthatd, hogy a
pontonként I, -invaridns tenzoridlis kifejezésekbdl készithetd tetszdleges m:
M — R skaldr, azaz megfigyelhetd mennyiség D, m gradiense is sziikségképpen
zérus, és igy annak a X hiperfeliiletek bdarmelyikén helytdl fiiggetlen dllando
értéke kell legyen.

Ez azt jelenti, hogy az univerzummodelliink izotropidjdra vonatkozo feltéte-
liink egyben az u vektormezdre merdleges hdromdimenzids integrdlsokasdgok,
mint T =dllando hiperfeliiletek homogenitdsdt is biztositja.

Fenti megallapitasaink értelmében az u® vektormezore merdleges X, hiperfe-
lilletek 4lland6 gorbiiletti Riemann-metrikat hordozé sokasagok és mint ilye-
nek, teljes mértékben ismertek. Ezek “R eldjelétol fiiggben gombi, sik, vagy
hiperboloiddlis hiperfeliiletek lehetnek. Ezen haromdimenziés Riemann-terek
ivelemét (r,0,¢) ,,gombi koordindtdkban” a

2
3) 2 dr
d =
S TICkR

+7* (d6* +sin 0d¢?) (17.1.17)

alakban irhatjuk fel, ahol az “R gorbiilet értékét a vizsgdlt eset specidlis voltat
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hangsilyozva k-val jeloljiik, melynek értéke 1,0, —1 annak megfelelGen, hogy
a X hiperfeliilet gombi, sik, illetve hiperboloidalis.

Vegyiik €szre, hogy a k = 0 esetben a (17.1.17) altal meghatarozott kifejezés
a hdromdimenziés sik Euklideszi-tér gombi koordindtakban felirt {velemével
esik egybe.

17.1.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (17.1.17) ivelemmel adott metrikdjii

hiperfeliiletek az (r(y),0,0) — (x',x>,x*,x*) bedgyazé leképezés segitségé-

vel, ahol

x =r(y)-sinO-sing (17.1.18)
x> = r(y)-sinf-cos @ (17.1.19)
X =r(y)-cos (17.1.20)
X =r(y), (17.1.21)
tovdbbd )
= { Gy bak= o1, (17.1.22)

a k = %1 esetben megfeleltethetok a négydimenzios Euklideszi-tér
k(D2 + ()2 4+ ()] + (Hr =1 (17.1.23)

egyenlettel meghatdrozott, k = +1 gorbiiletii egység-gombjének, illetve k = —1
egység-hiperboloidjdnak.

Mivel a Eab = Q?hy;, metrikdhoz tartozé skaldrgorbiiletet — ahol Q € % (M)

o

egy tetszbleges, sehol el nem t(ind fiiggvény M-en — a
R—q? {(3>R —4DD,InQ —3(D*InQ) (D, 1nQ)} (17.1.24)

alakban irhatjuk fel, a normalizélt k = 1,0, —1 gorbiiletd hiperfeliileteken ér-
telmezett metrikdkbdl egy konstans konformis transzformacié alkalmazdsdval
kaphatjuk meg a tetszleges alland6 gorbiiletdi hiperfeliilet metrikdjat. Igy
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mindhdrom esetben a T = T hiperfeliileteken indukalt metrikat a

dr?

[©) 2=
dsz =R°(T
5z (7 1—kr?

+77 (d6* +sin’ 0d¢?) (17.1.25)

alakban irhatjuk fel, ahol R(7) > 0 valds szdm.

Legyenek most (r,0,¢) ,,gombi koordinatak™ valamely t =dllandé hiperfe-
lilleten. Ezeket a koordinatakat az u® vektormezd integralgorbéi mentén fixen
tartva elterjeszthetjiik 6ket a kozmoldgiai tériddnk egészére. Az igy kapott glo-
balisan értelmezett (r,0,¢) koordindtdkhoz az u® vektormezd integralgorbéi
mentén bevezetett szinkronizdlt T affinparamétert hozzavéve olyan (7,7,0,9)
koordindtarendszerhez jutunk, melyben (17.1.14) alapjdn a térid6 metrikdhoz
tartozo {velemet a

dr?

ds? — —dt® + R
s T°+R(7) 2

+ 12 (d6* +sin® 6d¢?) (17.1.26)

alakban frhatjuk fel.

A kozmoldgiai téridénk metrikdjanak (17.1.26) alakban felirt ivelemében R(7)
az egyetlen szabad fiiggvény. Ennek meghatirozdsdhoz a gravitacio és anyag
csatolt rendszerének fejlodésére vonatkozé egyenleteket fogjuk haszndlni. A
(17.1.26) egyenletbdl az is kiolvashatd, hogy g¢r; = —1 és g¢g = 0, ami azon
korabbi észrevételeinket fejezi ki, hogy az u® vektormezd integralgorbéi a X;
hiperfeliiletekre mindeniitt mer6legesek, tovabba a T koordindtaidé éppen a
geodetikuskongruencia elemei mentén mért sajatidével esik egybe.

17.1.2. A Hubble-torvény geometriai megfogalmazasa

Még miel6tt barmiféle dinamikara vonatkozo specialis megszoritast alkalmaz-
ndnk, a Hubble-torvény 0sszes izotrop kozmoldgiai modellre érvényes geo-
metriai alakjat szarmaztatjuk. Ehhez két tetszSleges, az u“ vektor integralgor-
béi mentén mozogd megfigyeld egymashoz viszonyitott, a X; hiperfeliileteken
mért sebességének vizsgalata révén jutunk.
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A (17.1.26) egyenlet felirdsa sordn nem beszéltiink arrdl, hol helyezkedik el
az origd. Mivel a £; hiperfeliiletek dllandé gorbiiletliek és homogének is, bar-
melyik pontjukat vélaszthatjuk origéként. Igy példdul a T = 7 hiperfeliileten
a 17.4 abranak megfelelGen az egyik (0'-gyel jelolt) megfigyel6 — amelyrdl

ﬁl ﬁZ

17.4. dbra. Av= %ﬁr) relativ sebesség értéke 1ényegesen nagyobb lehet mint a vdkuum-
beli fénysebesség. A megfigyeldk v értékétol fiiggetleniil mindeniitt az adott pontbeli lokalis
fénykipokon beliil mozognak.

az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy annak vildgvonala az r =0
koordinatavonallal esik egybe — egy fényjelet indit, amelyet a masik (£,-vel je-
16lt) megfigyel6 €szlel. Arra toreksziink, hogy meghatarozzuk e két eseményen
athalado vildgvonalak és a kibocsatds pillanatdhoz tartozé homogenitasi feliilet
metszéspontjait osszekots térszerid radialis geodetikus gorbe ivhosszat. fgy —a
kérdéses radidlis geodetikus mentén, ahol 0 és ¢ alland6 — (17.1.26)-nek meg-

feleléen az origoban elhelyezkedd pontt6l az r-koordinata-tavolsagban 1€v6
pont geometriai tdvolsdgat a

95 = [ Vear= [[RD) L =R 00 aT120

alakban adhatjuk meg, ahol

), k=1
o(F) = P, k=0; (17.1.28)
), k
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Ebbdl az egymast kovetd T =dllando hiperfeliileteken az u® integralgorbéi
mentén mérhetd relativ sebességre a

d2(tr) d2(r) dR R
_ _ . - . =H(1)- 17.1.29
Osszefiiggést kapjuk, ahol az utolsé elbtti 1épésben a (17.1.27) egyenletbdl

szarmaztathato
d7(7)

=) ="~

17.1.30
IR ( )

relaciot hasznaltuk fel.

Igy — a Hubble-trvénynek megfeleléen —a homogenitasi feliiletek fix térszeri
koordinataval rendelkez6 pontjainak relativ sebessége ardnyos az ott mérhetd
tavolsdgukkal. Hubble a réla elnevezett torvényt 1929-ben egy 6- 10° fényéy
sugard gombon beliil megfigyelt galaxisok voroseltoldddsét tisztdn Doppler-
hatasként magyarazva allitotta fel.

17.1.6. Megjegyzés. Fontos hangsiilyozni, hogy mint minden megfigyelést, a
Hubble-torvény kisérleti ellendrzését is csak a pillanatnyi miiltfénykipunk men-
tén érkezd fényjelek segitségével végezhetjiik el, igy a fentebb ismertetett gon-
dolatmenet erdsen leegyszeriisitett. Ezen tilmenden a Hubble dllandonak ne-
vezett H(T) = R/R hdnyados csak a T =dllandé homogenitdsi feliileteken dl-
landd, mig értéke a szintfeliiletek kizott az R(T) skdlafaktor t-fiiggésének meg-
felelben vdltozik. Azt sem szabad elfelejteniink, hogy az (17.1.29) egyenletben
szerepld v, relativ sebesség”, igy amikor D(T) értéke nagyon nagy, akkor v
értéke lényegesen nagyobb lehet mint a vdakuumbeli fénysebesség. v értékétol
fiiggetleniil az u® vektormezd integrdlgorbéi mentén mozgo megfigyel6k min-
deniitt az adott pontbeli lokdlis fénykiipokon beliil mozognak.

17.1.3. A geometriai-optikai kozelités

A kozmoldgiai voroseltolddds meghatarozasa el6tt tekintsiik at roviden az elekt-

s L 2

romdagneses hulldmok leirdsat a hullimhossz A — 0 hatdresetében.
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Az ennek megfeleld geometriai-optikai kozelités alkalmazdsa soran abbdl a
feltevésbol indulunk ki, hogy a forrasmentes elektromagneses teret leird

ViaFpg =0 (17.1.31)
Vi, =0 (17.1.32)

Maxwell-egyenletek megoldésait az
Fup = fap - exp(iS), (17.1.33)

lassan véltozé amplitidoju V. £, =~ 0, valamint hatdrozott S : M — R fazissal
rendelkezé alakban keressiik, ahol S legalabb C? osztalyd valds fiiggvény.

17.1.5. Feladat. Mutassuk meg, hogy az aldbbi érvelés akkor is érvényben ma-
rad, ha azt a fizikailag adekvdtabb

Fap = fup - exp(iS) + fap - exp(—iS), (17.1.34)
valos kifejezésre alkalmazzuk.

A geometriai-optikai kozelités vizsgdlata sordn azonnal szembe6tlik, hogy az

S =dllando hiperfeliiletek az azonos fazisban 1év6 pontokat tartalmazzdk. Ezek
utan (17.1.33)-at a (17.1.31)-(17.1.32) egyenletekbe helyettesitve a

(VaS) foe + (VeS) fab + (VbS) fea = 0 (17.1.35)
(VS) fur =0 (17.1.36)

egyenletekhez jutunk. (17.1.35)-6t (V“S)-sel kontrahélva, valamint (17.1.36)-
et felhaszndlva kapjuk, hogy

(VaS)(V9S) =0, (17.1.37)

azaz az azonos fazisban 1évG pontokat 6sszekots hiperfeliiletek normalisa fény-
szerl. Ennél azonban tobb is igaz. A k* = V4§ jelolést bevezetve (17.1.37)-6t
a

kak® =0, (17.1.38)
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alakban frhatjuk, aminek a metrika szerinti V, kovarians derivaltjabol a
Vi (kak®) =2kVpV S = 2kV 4k =0 (17.1.39)

egyenletet kapjuk.

17.5. dbra. Az 4llandé fazisban 1év6 pontokat megjelenitd hiperfeliiletekre merdleges
k* = VS normdlvektorok egyben érint6i is az ezekben a feliiletekben futd, azok sima részeit
lokdlisan kifeszit6 fényszer(i geodetikus gorbéknek. Valamely v* egységnyi normdjd négyes-
sebességvektorral mozgd megfigyeldre vonatkozé @, korfrekvencia nem mads, mint a fazisnak
az v irdnyba esG valtozdsi gyorsasdga. Ahogy azt az dbra is jol illusztrdlja, wy fugg v* és az
S =dllando hiperfeliiletek egymashoz viszonyitott elhelyezkedésétdl.

Az utols6 egyenl6ségnek megfeleléen az S =dllando hiperfeliiletekre merdle-
ges k% = VS normalvektorok egyben érintdi is az ezekben a feliiletekben futo,
azok sima részeit lokalisan kifeszit§ fényszerdi geodetikus gorbéknek. Ezt a
tényt szoktuk ugy interpretdlni, hogy a geometriai-optikai kozelitésben (azaz
amikor V. f,;, = 0 és létezik a hullim fazisat megjelenitd S : M — R fiiggvény)
a fényjeleket kozvetitd fotonok fényszerli geodetikus palydkat kovetve jutnak
el az egyik térid6pontbdl valamely mésikba.
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17.1.4. Definicié. A (17.1.33) elektromdgneses hulldm valamely v* egységnyi
normdju négyessebességvektorral mozgo megfigyelore vonatkozé w, korfrek-
vencidjdan a hulldm S fdzisdnak az v* irdnyba esd

0y = —V°V,S = —v°k, (17.1.40)

vdltozdsi gyorsasdgdt értjiik.

17.1.4. A kozmolégiai voroseltolédas

Mindezek alapjdn az izotrép kozmoldgiai modelliinkben megvizsgalhatjuk,
hogy valamely 7 = 7 szintfeliileten elhelyezkedd p; eseménybdl az ottani
izotrop megfigyeld altal @; korfrekvencidval inditott fényjelet egy kés6bbi
T = T, szintfeliileten elhelyezkedd p, eseményben mekkora @, korfrekven-

cidjunak érzékeli az éppen ott dthaladé izotrép megfigyeld.

A kérdés megvélaszolasa el6tt ismét érdemes a térszerl koordindtdink origo-
jat az egyik, jelen esetben a p; eseményben felvenni, majd meghatdrozni a p;
eseménybdl a p, eseménybe futo radidlis fényszerl geodetikus darabot, amely-
ol a téridé szimmetridkra alapozottan — az altalanossag megszoritasa nélkiil —

feltehetd, hogy a 6 = /2 és ¢ = 0 koordindtaaltérben fut, és amelynek fény-
) R Yy

szerd érint6je —a (17.1.26)-nak megfelel6en — ardnyos a ko = (1
vektorral.

17.1.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

1 VI—k?
K = (R,kr,o,o> (17.1.41)

R2

koordindtdkkal rendelkezd k® fényszerii vektormezd a @ = 1 /2 és ¢ = 0 koor-
dindtaaltérben futo sugdrirdnyu fényszerii geodetikus gorbe jovdirdnyu érin-
tévektora, azaz eleget tesz a k°V .k, = 0 geodetikus egyenletnek.
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% 1 6)2
\ uaf/
Pz
u? 1 e
Xy

|

17.6. dbra. A X szintfeliileten elhelyezkedd p; eseménybdl, az ottani izotrép megfigyels
altal ; korfrekvencidval inditott fényjelet egy késdbbi L, szintfeliileten elhelyezkedd p, ese-
ményen éppen dthaladd izotrép megfigyeld @, korfrekvencidjinak érzékeli.

Mindezeknek megfelelGen

g  (—uk) Rm  R(m)

— = - = = , (17.1.42)
(O] (—u‘ke)l ﬁ R(’L’z)
és gy a z voroseltolodasi faktorra
- R
_hoh o Rm) (17.1.43)
A,l (0)) R(T])

adodik.

Miel6tt tovabb haladnank érdemes az egyik kedves kozépiskolds didk, Vanyi
Andriés altal megfogalmazott kérdés kapcsan a kozmoldgiai voroseltolédas mi-
benlétén egy kicsit jobban elmerengeni. Vanyi Andrds kérdése:

,,Egy tdvoli galaxisbdl egy tarsam képes rovid, egy-egy fotonbdl 4ll6 fényim-
pulzust kiildeni felém, melynek frekvencidja jol meghatdrozhat6 (legyen kék
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fény). Tegyiik fel, hogy a jel elér hozzam, nem szorédik, nem nyel6dik el.
Mire elér hozzam voroseltolddik, én mar voros fényt detektilok. Kiszamolva
a két pontban a foton energidjat a hv képlettel kiilonboz6 értéket kapunk. Hova
tlint az energia?”

Rovid vdlasz: Nem tiint el semmiféle energia. Kicsit hosszabb vdlasz: Fiig-
getleniil az alkalmazott modelltdl az els6 és legfontosabb kérdés, amit mindig
érdemes tisztazni, ki dltal mért frekvencidrdl beszéliink. A homogén és izotrép
kozmoldgiai téridémodellekben levezetett voroseltoléddsi formula a homoge-
nitast érzékel6 megfigyelSkre vonatkozik. Ezek egymdashoz képest gyorsulva,
tagulds kozben egymastdl tdvolodva mozognak. Lényegében ebbdl €s abbol,
hogy a kibocsatas és a detektdlds idSpontjai eltérnek adédik az, hogy eltérd
frekvencidkat mérnek a kiillonboz6 megfigyel6k. Ha végtelen modon tdgul az
univerzum, valéban az torténik, amit Vanyi Andras felvdzol, azaz egyre na-
gyobb hullimhossziisagiva valik minden foton. Erdekes megjegyezni, hogy
a zart kozmoldgiai modellek esetén mindig van egy Osszeomlasi fazis, ami-
kor példdul a visszafordulds idején kibocsatott fotonok mar kék-eltolddason
mennek at. Ekkor ugyanis egymads felé gyorsulnak a megfigyeldk.

2

A voroseltolédds mechanizmusdval kapcsolatban az aldbbi egyszerdsitett ér-
velés is érdekes betekintést nyujthat:

 Tekintsiink egy részecskét, amely v sebességgel indul az egyik homoge-
nitast érzékeld megfigyelStol.

* Amig a részecske dr koordinatatdvolsdgot tesz meg, egy olyan madsik
homogenitast érzékeld megfigyel6hoz jut, amelynek a kibocsatéhoz ké-
pest mért U relativ sebességére a

v =20 17.1.44
Radi|" v ( )

U=Hdr=Hvdt:{1dR} a;f

egyenlség teljesiil.

* A specidlis relativitaselméletbdl ismert sebességosszeadasi képlet alap-
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7 2

jan a részecske utobbi megfigyeld altal érzékelt sebességére a

y_ v=U 2 2
= ~v—(1— + =
VETy v—(1=-v ) U+ 0(U?)
e (17.1.45)

Osszefiiggés adodik.

* Ebbdl a kozelitd
dv (1—v?)v

— = 17.1.46
IR R ( )
differencidlegyenletet kapjuk, aminek a megoldasa
v konstans
= (17.1.47)
V1—v2 R
* Az 1/V/1—v? faktort y-val jeldlve az iménti megolddst
R
Bv2_ %1 (17.1.48)
nvi R

alakban is felirhatjuk.

* Amikor a kiinduldsnal hasznalt részecskét fotonnak tekintjiik, akkor a
legutdbbi egyenletben a yv — hv és v — 1 helyettesitéseket, valamint a
z voroseltolddasi faktor definicidjat haszndlva éppen a (17.1.43) kozmo-
16giai voroseltoldddsi formuldhoz jutunk.

17.2. Tokéletes folyadékok

Erdemes felidézni, hogy a pontonként I, ,a-invaridns g, metrikdbol szdrmaz-
tatott G, Einstein-tenzor, vagy a vele aranyos T, energiaimpulzus-tenzor is
sziikségképpen pontonként I, ,«-invaridnsak. Igy a 17.1.1. dllitdsnak megfele-
I6en a legdltalanosabb olyan energiaimpulzus-tenzor, mely az izotrop kozmo-
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16giai modelliinkkel 6sszeegyeztethetd, a
T = (Tgfueuf) UgUp + % (Tefhef) hap = p gty + P (gap +uqup)  (17.2.49)

alakban irhato fel.

Bér ebben a fejezetben az izotrép kozmoldgiai téridSket vizsgdljuk, a jelen
alfejezetben a tokéletes folyadékokra vonatkozé éltalanos eredmények rovid
attekintését adjuk.

Az dltalanos esetben, azaz amikor u“ nem az izotrdpiat tapasztalé megfigyeldk
vildgvonalainak érintGvektora, a (17.2.49) egyenlet jobb oldaldn all6 kifejezést
szokas a tokéletes folyadék energiaimpulzus-tenzordnak tekinteni. Ebben u®
a folyadékot felépitS részecskék egységnyi normdji négyessebességvektorit,

p és P pedig a folyadékkal egyiitt mozgé megfigyels ltal mért p = T,puu®

energiastirtiséget és a P = T,,X“X"” kontrakci6 4ltal meghatdrozott nyomast
jeloli, ahol X az u®-ra merGleges tetszdleges egységvektor.

El6szor is érdemes megemliteni, hogy a tokéletes folyadékok energiaimpulzus-
tenzoranak V“T,, = 0 divergenciamentessége a folyadék mozgdsat meghata-
roz6 egyenletekkel ekvivalens.

17.2.1. Lemma. A (17.2.49) egyenlettel meghatdrozott tokéletes folyadék ener-
giaimpulzus-tenzordnak divergenciamentessége, azaz a

VéT, =0, (17.2.50)

feltétel ekvivalens az
u'Vyp+(P+p)-Viu, =0 (17.2.51)
(P+p) u*Vaup + VP (gup+ugup) =0 (17.2.52)

egyenletekkel, melyek nem-relativisztikus (lassii mozgds és kicsiny nyomds) ha-
tdresetben a beldliik szdarmaztatott

p+dz(pv*) =0 (17.2.53)
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mérlegegyenletté, valamint a folyadékok dramldsdra vonatkozo
p [Ov® +vE0ev®]| = —h*E 0P (17.2.54)

Euler-egyenletté egyszeriisodnek.

Bizonyitas: Tekintsiik elészor a (17.2.49) egyenlettel meghatarozott tokéletes
folyadék energiaimpulzus-tenzorara vonatkoz6 V4T, = 0 egyenletet, azaz a

VT = (uaVep) up + (P +P) - (Vuy) up + (p + P) - (u'Vup) +
+VOP - (gap +uqup)  (17.2.55)

reldciot. Vizsgaljuk most kiilon-kiilon ennek parhuzamos és merdleges részeit.

A 17.1.1 Lemma, valamint az altaldnos esetben is — a folyadékot felépit6 ré-
szecskék egységnyi normaju u” négyessebességvektorara merdleges térben —
definialt hgp, = gap + u,up metrika merdlegessége folytan konnyen lathatd, hogy
a (17.2.55) egyenlet két utolsé tagja az id6szert u® vektormezore merdleges,
mig a két els6 tag az u“-val parhuzamos jarulékokat jelenit meg. Ezek figye-
lembevételével a (17.2.51) és a (17.2.52) egyenletek azonnal adédnak.

Relativisztikus mozgésok esetén, ahogy azt a 15.7 alfejezetben mar felidéz-
tikk, az u® négyessebességvektort a specidlis relativitdselméletben bevezetett
y=1/4/1—v?/c? faktor segitségével, a u* = (yc,yv) alakban irhatjuk fel.
Ennek megfeleléen a lassi mozgés hatdresetben az u® négyessebességvektor
az egyszeri u® ~ (1,v%) alakot 6lti, amelyet a P < p feltétellel egyiitt az
(17.2.51) és a (17.2.52) egyenletekbe helyettesitve kapjuk az (17.2.53) és a
(17.2.54) egyenletekkel ekvivalens

P +Vv¥ap + (P+p)dav® =0 (17.2.56)

(P+p) [v* +VE9ev?] = —h* 9P (17.2.57)

egyenleteket. O
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17.3. Izotrép kozmolégiai modellek dinamikaja

2

Ahogy azt az el6z6 részekben mar megéllapitottuk, a G, Einstein-tenzor is
pontonként I, «-invaridns és igy a 17.1.1 Allitas értelmében Gy, is a

Gap = (Gopuu! Yuqup + 3 (Geph®' ) hap (17.3.58)

alakban irhaté fel. Ennek megfeleléen csak kett6 nem 0 = 0 alakd Einstein-
egyenletiink lehet, melyek a izotropidval Osszeegyeztethetd tokéletes folyadék
energiaimpulzus-tenzordt haszndlva a

: R>+k
(Gos+ Agep)u‘u! = 8T,/ = 3 Rj “A=81p (17.3.59)
R R*+k
L (Gep + Agep) BT = SE(Tghl) = 25— =TS =8P

(17.3.60)
alakot 6ltik. ! A (17.3.59) és a (17.3.60) egyenlet haromszorosanak 6sszegébdl
a o

3% =—4mx(p+3P)+A (17.3.61)
relaciot kapjuk.

A (17.3.59) és a (17.3.61) egyenlet, egy P = P(p) tipusu dllapotegyenlettel
egyiitt a dinamikdra vonatkozé teljes rendszert adja.

17.3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (17.3.59) és a (17.3.61) egyenletekbdl
kovetkezik a

_ R
reldcio. Ldssuk be, hogy a vizsgdlt izotrop kozmologiai tériddk esetén ez az
egyenlet éppen a (17.2.49) egyenlettel meghatdrozott tokéletes folyadék energia-

(17.3.62)

impulzus-tenzordra vonatkozo V¢T,, = 0 egyenlet pdrhuzamos része.

Napjaink kozmolégidjaban nagy elGszeretettel alkalmazzdk a A kozmoldgia dllandét. Ep-
pen ezért ebben az alfejezetben hasznalt formuldk olyanok, mintha azok a (14.3.36) Einstein-
egyenletbdl lennének szarmaztatva és igy explicit médon tartalmazzak A-at is.
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17.3.1. Friedmann-kozmolégiak

Ahogy azt mar az el6szoban is emlitettiik, Alexander Friedmann mar 1922-
ben, Hubble eredményeinek 1929-es kozzététele eldtt hét évvel szarmaztatta
kozmoldgiai modelljét. Erdemes megjegyezni, hogy akkoriban még a kozmo-
16giai konstans nélkiili Einstein-egyenletek megolddsait keresték és Friedmann
a fizikailag ma is redlisnak tekintett p > 0 és P > 0 egyenl6tlenségeknek eleget

tevé anyagot feltételezve szarmaztatta a késébb réla elnevezett kozmoldgiai
modellt.

Mindezeknek megfeleléen, konkrétan a (17.3.61) egyenlet A = 0 esetben ér-
vényes alakjabol kovetkez6 R < 0 tulajdonsdg folytdn azonnal adédik, hogy az
izotrép kozmolégiai modelliink nem lehet staciondrius llapotban, azaz R nem
lehet azonosan zérus. Tovédbba az R < 0 reldci6 értelmében egy Friedmann-
univerzum vagy éppen tégul (R > 0), vagy pedig éppen 6sszehtizédik (R < 0)
és ezt a két fazist legfeljebb csak egy pillanatnyi dtmenet véalaszthatja el egy-
mastol.

Igy a Friedmann—kozmoldgidk esetében, abbdl, hogy az univerzum most ép-
pen tagul (R, > 0) az kovetkezik, hogy valamikor kordbban még gyorsabban
tagult. 2

Azt feltételezve, hogy az univerzum mindig a jelenlegi sebességgel tdgult, azaz

az R =0 és az R(7) = R(7,) reldciok teljesiilnek, azt kapnank, hogy a

Ro TH R, -1
Tgy=——=—-—=H 17.3.63
H= " 3 5 ( )

Ty Hubble-idGvel kordbban kellett lennie egy olyan dllapotnak, amikor az R(T)
skélafaktor értéke zérus volt (lasd a 17.7. abrat). A fentebb emlitett fizikailag
redlis, azaz a p > 0 és P > 0 reldcidknak eleget tevd anyag feltételezésére

27,-lal jeloljiik az univerzum aktudlis 4llapotdhoz tartozé sajatidét, R.-lal pedig a skdlafaktor
els6 T szerinti derivéltjdnak a 7, idSponthoz tartozé értékét, azaz R, = R(7,). [Ldsd a 17.7. dbrat
is.]
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R(7)

Ry = R()TH

TH To

17.7. dbra. Az univerzum 7, < 7y id6vel kordbban egy olyan szinguldris kezdeti 4llapotban
volt, melyet Gsrobbanasnak, angolul ,,Big Bang ”-nek (nagy bumm) neveziink.

alapozott kozmoldgiai modellekben valamikor 7, < 7y id6ben kellett lennie
egy olyan kritikus éllapotnak, amikor R(7,) zérus értékd volt.

Igy az izotrép kozmolégiai modellbl arra kivetkeztethetiink, hogy val6szind-
leg kevesebb mint t; = H; ! id6vel ezel6tt — ezt a kevesebb id6t jeloltik 7.-al
— a megfigyeléseinknek megfeleld anyagbol felépiild univerzum egy szingula-
ris kezdeti dllapotbdl indult, melyet Gsrobbandsnak, angolul ,,Big Bang”-nek
(nagy bumm) neveziink.

Mekkora a 77 = H; ! id6 értéke? Feltéve, hogy a H, Hubble-dlland6 értéke
koriilbeliil 50k, /s/mpc)» @zt kapjuk, hogy Ty értéke kisebb, mint az az id6, ami
ahhoz sziikséges hogy egy 50(k, /s sebességgel mozgé test megtegyen egy
megaparsec M pc ~ 3- 1019[,(,”] tavolsagot, amibol 5 ~ 3 - 1019[Km] / 501km/s) =
610", adédik. Igy az egy évnek megfelels 365 - 24 - 60 - 60y, ~ 3107

kozelitd érték alapjan 1y ~ 2-10'° évnek felel meg.

Egy tovabbi fontos Osszefiiggést szarmaztathatunk a (17.3.62) egyenlet fel-
haszndldsdval. P-ot a (17.3.62) egyenlethez adva, majd az igy kapott egyenle-
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tet R*-el megszorozva nyerjiik a
(P+P)R*+3(p+P)R°R=PR’ (17.3.64)

egyenletet. Mivel a baloldalon 4116 dsszeg éppen a % [(p + P)R?] teljes deri-
vélt, (17.3.64)-et 1/R = fl—lg—el megszorozva kapjuk a

d 3 d 3_ d 3 2
TR (PHPIR] = o PR = [PR*] —3PR?, (17.3.65)
Osszefiiggést, egyszerisitések utdn pedig a még sokkal beszédesebb
d 3 2
— |pR’| = —3PR", 17.3.66
Tz PR’] ( )

relaciot.

A (17.3.66) egyenlet kovetkezményeinek feltérképezése sordn tovabbra is fel-
tessziik, hogy P > 0, azaz a nyomds nemnegativ, tehat a (17.3.66) egyenlet
jobb oldalan all¢6 kifejezés nempozitiv €s igy annak integralt véltozata alapjan
T] < Tp esetén a

(PR}, < (PR, (17.3.67)

egyenl6tlenség teljesiil. (17.3.67)-ra alapozva az alabbi kvalitativ kovetkezte-
tések vonhatok le (lasd a 17.8. abrat):

(1) Amikor az 6srobbands éllapotahoz kozelitiink, azaz R — 0, a p energia-

o

stirtiség legalabb 1/R? szerint valik végtelenné.

(2) Minden olyan esetben, amikor az R — oo hatdreset megvalésulhat a p R>
szorzat nulldhoz tart. Egy ilyen esetben (17.3.59) figyelembe vételével
az latszik, hogy R? +k — 0, amibdl az R(t) skalafaktor viselkedésére

— ak = —1esetben R(7) ~ 7, mig

— a k =0 esetben ennél egy lassabb iitemi végtelenné valas kovet-
kezik.
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k=—1
R(7)

k=0

k=1

Tn T

17.8. dbra. A Friedman-univerzum R(7) skdlafaktordnak kvalitativ viselkedése az dlland6
gorbiiletd terekre vonatkozé harom lehetséges allapot figyelembevételével.

(3) A k= 1esetben, amikor p R” értéke éppen 3/(87), akkor (17.3.59) alap-
jén R =0, ami R < 0 figyelembevételével azt adja, hogy 1éteznie kell egy
olyan 1, értéknek, amelyre az R(7) skdlafaktor ismét zérus értéket vesz
fel, azaz R(t,,) = 0.

17.3.2. A skalafaktor evolicigja

A 17.1 tablazatban foglaltuk 6ssze a Friedman-univerzum skalafaktoranak evo-
ldciGjdra vonatkozé konkrét R(7T) fiiggvénykapcsolatokat az anyag- és sugér-
zasdominalt hataresetekben. A K és K’ integracids konstansokat mint egyiitt-
hatékat a H, Hubble-dlland6 és g, lassuldsi paraméter segitségével a K =
m és K' = m formuldkon keresztiil fejezhetjiik ki, ahol

R, d(InR(1))

Ho=-""°>=""2"7 17.3.68
Ro drt ( )
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és
. " d(InR(t))
q :7ROR027&L:7 dt (17.3.69)
° R2 R, H?2 d(InR(7) "
o o it =1,
A X; feliiletek | Anyagdomindlt éra: Sugarzasdominalt éra:
geometridja P=0 P= %p

=

k=1 R=K][1—cosn] Rzm[l—(l—f/\/ﬁ)z}
T=K[n—sinn]

|
R, 72

[SIN)

wI—
[T

k=0 R= (%)« R=(2H.,)

k=—1 | R=K]coshn—1] Rz\/l?[(lﬂ/\/l?)?—l]z
T = K [sinhn — 7]

17.1. tablazat. A skdlafaktor evoliciéja az anyag- és sugdrzdsdomindlt Friedman-
univerzumban.

17.3.3. Einstein sztatikus univerzuma

Ahogyan azt kordbban mar megmutattuk az izotrép univerzum nem lehet szta-
tikus a A = 0 esetben, a p > 0,P > 0, valamint p + 3P > 0 feltételeknek eleget
tevd forrds valasztdsa esetén.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az Einstein-féle sztatikus univerzummodell
csak a A # 0 esetben valésulhat meg. Konkrétan a sztatikussagot kifejezd R =
0 feltétel a (17.3.60), valamint P = 0 egyenletek felhaszndlasaval azt kapjuk,

hogy
k=AR>. (17.3.70)
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Hasonl6an, ha a X; hiperfeliiletek a k = 1 vélasztasnak megfeleld gombi to-
poldgidval rendelkeznek, akkor a (17.3.59) egyenlet és az R = 0 feltétel adja

a
A
=—>0 17.3.71
P=az” ( )
relaciét.
Mindezek alapjén a R =0, k = 1, P = 0 vélasztdsnak megfelels R x S topol6-
gidju alapsokasdggal rendelkezd Einstein-féle sztatikus univerzum metrikdjat
a

ds* = —d7* +R? +717 (d6* +sin® 0d¢?) (17.3.72)

1—r?
alakban irhatjuk fel.

Amint az a fenti érvelésbdl jol lathat6, az Einstein-féle sztatikus univerzum
csak a A # 0 esetben valdsulhat meg. Ahogy ezt az el¢sz6ban mar emlitettiik,
Einstein az univerzum latszélagos id6beni dlland6sdgdbdl kiindulva kereste az
imént kivonatosan ismertetett sztatikus univerzummodellt. Lényegében ennek
eléréséhez vezette be a kozmoldgiai dllandét, melyet késGbb egyik legnagyobb
tudomdnyos tévedésének tekintett. Ez az értékelés érthetd is, hiszen éppen a
kozmoldégiai dlland6 bevezetése miatt mulasztotta el azt az elméleti jéslatot,

mely a dinamikus univerzummodellek altaldnossdgara utalhatott volna.

17.4. Az univerzum Kritikus paraméterei

Az univerzum kritikus paramétereinek feltérképezése el6tt emlékezziink arra,
hogy a (17.3.68) Hubble-alland6 és (17.3.69) lassuldsi paraméter segitségével
a(17.3.59) és a (17.3.61) téregyenleteinket felirhatjuk a

8 kK A

H? = ?p — 3 (17.4.73)
An(p+P) | A

o — % - %ﬁ (17474)
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alakban is. A jelenleg megfigyelhetd anyag nyomdsara vonatkozdan jogosnak
tling > P ~ 0 kozelitésiinket alkalmazva ezekbdl azonnal kapjuk, hogy

A 2 A A
k8w, ——<2qo— )—1+ — (240 1)

R2H2 ~ 3H2 ' 3H: 3H2 3H2 3H2

(17.4.75)
Elgszor ismét tegyiik azt fel, hogy a kozmoldgiai allandé értéke zérus. Ekkor
a (17.4.75) egyenlet két szélén 4ll6 kifejezések alapjan a zart univerzumnak
megfelel6 k > 0 eset pontosan akkor valésulhat meg, ha 2¢g, > 1, ami azzal

ekvivalens, hogy
oy 3H?
P > Pe= T

A p, kritikus siirtiség értéke nem is olyan hihetetleniil nagy, mert példdul az SI

(17.4.76)

mértékrendszerben azt kapjuk, hogy

342 2 H, :
Pe=—=~49-10"" <> o] - (17.4.77)
8nG 50[km/(s-Mpc)] lg/cm’]

o

Igy abban az esetben, ha H ~ 501um (s-mpc)]» @ Pe kritikus stirliség értéke ~
5-107%,
kritikus stiriség mar kobméterenként harom hidrogén atommal is biztosithato.

Jem?)- Mivel a proton tomege ~ 1.67 - 1024 [g] € azt jelenti, hogy a

Kézenfekvd annak a kérdésének a megvalaszoldsa, hogy elvileg milyen kor-
l4tok kozé szorithat a kozmoldgia dllando értéke. A kérdés megvdlaszoldsa
eldtt idézziik fel, hogy (17.4.75) alapjan

Po A A
— =(2 - — 17.4.78
Pe + 3H§ ( q07/r) 3H02 ) ( )
teljesiil, amibdl azt kapjuk, hogy
_ a2 1 Po
|A| =3H, |qo — 25| (17.4.79)
c

3Kozmolégiai modelljeinkben a galaxisok dsszességét lényegében egy laza porként jelenit-
jik meg.
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A ¢, lassulasi paraméter, valamint a % hanyados lehetséges értékeire azt a
meglehetdsen durva és nagy szabadsagot biztositd becslést hasznalva, hogy

5<g.<5 , valamint  0<P <4 (17.4.80)

C

2 pc
a (17.4.79) osszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy

(ekkor a (17.4.79) jobb oldalan talalhaté ’qo -1 &‘ kifejezése kisebb mint 7)

H?
AL <213 ~ 107 e (17.4.81)

ahol az utolsé 1épésben azzal a feltevéssel éltiink, hogy a H, Hubble-allandé
érteke nem nagyobb, mint 100,/ (s.a1pc)] -

17.5. Kozmolégiai tavolsagok

A kiilonféle kozmoldgia modellekben alkalmazhaté tdvolsdg-meghatarozasi
moédszerek megbizhatésdga alapvetd szerepet jatszik a csillagdszati megfigye-
Iések és a modelljdslatok Osszevetése sordn.

17.5.1. Tavolsag-meghatarozas a latészog alapjan

Ha a kiterjedt test két legtdvolabb es6 pontjanak tavolsdga d €s ezeket a ponto-
kat 6 szog alatt 14tjuk, akkor —a 17.9. dbrdn l4thaté illusztraciénak megfelelGen
— az Euklideszi-térben ez alapjan szamolt d, ,,lat6szog-tavolagot” a

1
o b4
Isz 1 ~
tan(38) 6

(17.5.82)

Osszefiiggés segitségével értelmezhetjiikk. Mivel az izotrép univerzumot leird
(17.1.26) metrikdban a dy geometriai tavolsdgra a d; ~ R(7)r 6 reldci6 tel-
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Z‘Co 9 Ro

n

17.9. dbra. A csillagdszati objektumok tdvolsdgdnak meghatdrozdsdra haszndlt médszerek
illusztracidja. A tavolsagok meghatdrozasa torténhet a megfigyeld dltal mért latészog alapjan,
illetve a megfigyelés iranyara merdleges mozgashoz tartozoé 1at6szogvaltozas alapjan.

jesiil, a (17.5.82) egyenlet értelmében a 1atdészog-tavolsigra a

d
diy; ~ gf —R(t)n (17.5.83)

osszefiiggést kapjuk, ahol r| a megfigyelt test radidlis koordindtdjat, mig R(7;)
a skélafaktor T = 7; szintfeliileten felvett értékét jeloli.

17.5.2. Tavolsag-meghatirozas a mozgas alapjan

Amennyiben a test a megfigyelovel 6t 6sszekotd egyenes irdnyra merdlege-
sen v sebességgel elmozdul, és az a megfigyeld helyén (lasd a 17.9. dbrat)
dOnozg. /dT szdgsebességili elmozduldsként jelenik meg, akkor az ehhez a moz-
gdshoz tartozd tdvolsagot a
P —
(dBmoze. /dT)

To

(17.5.84)
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Osszefliggés segitségével értelmezhetjiik. A fentebb mar alkalmazott relacié-
ink értelmében a forrds v sebességét a

¥ = (dldmocg) /7)1y = (d[R(7) 1 pecg.] /) (17.5.85)

Osszefliggéssel adhatjuk meg.

Mindezekhez hozzavéve a fotonpalydk mentén érvényes
dt|R(t,) =dt| R(T1) (17.5.86)
relaciot a mozgo testek tavolsagara a
dimozg. = R(To) 1y (17.5.87)

Osszefiiggést kapjuk.

17.5.3. Tavolsag-meghatarozas a luminozitas alapjan

Tegyiik fel, hogy mind a forrds, mind pedig a megfigyel$ az univerzum izotro-
pidjaval kompatibilis mozgést végez. Tegyiik fel tovabba, hogy a forras lumi-
nozitdsa L és a megfigyelési eszkoziink éltal érzékelt feliiletegységre esd lumi-
nozitds ¢. Ha az univerzumot nem az Einstein-elmélet segitségével szeretnénk
modellezni, akkor az Euklideszi-térben érvényes L =47 sz ¢ osszefiiggést kel-

lene alkalmaznunk, amibdl

L
dy =] — 17.5.88
L P ( )
adodik. Ezen reldciénak az izotrép univerzumot leird (17.1.26) metrikaji tér-
id6re vonatkozd adekvit médositdsdt az alabbi meggondoldsok alapjan kap-

hatjuk.

Az L luminozitdsd forrds dt|;, id6 alatt Ldt|;, energidt bocsat ki. Mig ez az
energia eljut a megfigyel6hoz R(1;) /R (7o) mértékd graviticids voroseltolodast
szenved annak megfelelSen, hogy a tdgulé univerzumban a fotonok frekven-
cigja ilyen mértékben valtozik meg. Emellett figyelembe kell venniink azt is,
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hogy a megfigyelés helyén a 17.9. dbrdn jelolt médon R(7,) r; sugard gombon
a feliiletegységre és idGegységre es6 energiat, azaz az ¢ luminozitast a

R [Ldly]

" 4n(R(to) )2 d7ls,

(17.5.89)

egyenlettel hatdrozhatjuk meg, amibdl (17.5.86), valamint (17.5.88) alapjan a
dy luminozitasi tdvolsagra a
R(’L’o)2 r

©="R(m)

(17.5.90)

Osszefiiggést kapjuk.

Figyelemreméltd, hogy a bemutatott haromféle tdvolsagra a (17.1.43) képlet
alapjan kapott R(1,)/R(1;) = 1 + z reldcidt felhaszndlva a

dp = dpozg (1+2) = djs; (1+2)* (17.5.91)

Osszefiiggés szarmaztathatod.

17.5.4. A luminozitasi tavolsag voroseltolodas-fiiggése

Ahogy az a (17.1.42) és (17.1.43) osszefiiggésekbol kovetkezik, a vorosel-
tolédds meghatdrozasa feltételezi a skalafaktor ismeretét. Igy az aldbbi két
lehet6ség koziil valaszthatunk.

1) Nem konkretizaljuk a kozmolégiamodelliinket, elfogadva, hogy ekkor
csak kicsiny voroseltolédas értékekre érvényes relacidt tudunk szarmaz-
tatni.

2) Vilasztunk egy konkrét modellt és abban a voroseltolddds tetszSlegesen
nagy értékére érvényes Osszefiiggést szarmaztatunk.
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1) A Kicsiny voroseltolodas esete:

Tekintsiik el6szor az elsd, modellfiiggetlen esetet, azaz tegyiik fel, hogy nem
a tavoli multban elhelyezkedd forrasok voroseltolédasat vizsgaljuk. Ekkor a
skdlafaktor R(7) kozelithets a sorfejtésébsl kapott

R(T) =R(Te) + (T — To) R(To) + 1 (T — 7)* R(%) + . ..
=R(t)[1 = (T —T)Ho — } (To = T)* qoH> + .. ] (17.5.92)
kifejezéssel.

Ezek utdn egyrészt a z voroseltolodast a 7, — 7T vdltozéban sorbafejtve a

Z:R('cc,)_lz 1 1
R(7) [1—(to—1)H, — L (o —7)2H2qo + ...

~ = (To—T)Ho+ 3 (1o —T)PH 2+ q0) + ... (17.5.93)

relaciot kapjuk, masrészt ezt a 7, — 7-ban mdsodrendd kifejezést z-re meg-
oldva, majd a 7, — 7-ra kapott kifejezést z-ben sorbafejtve a
z (14+3q.)2

=L LTI 17.5.94
To—1T oA H + ( )

Osszefiiggéshez jutunk. A kozeli eseményparokra az Sket 0sszekotd fényszerd
geodetikus gorbe mentén teljesiil az

ﬁT R“Z) _ /0'” % — o(r) ~ (17.5.95)
egyenl6ség. Mindezek figyelembevételével azt kapjuk, hogy a
r wR(Tj)HO [2—(1+go) 2 +...] (17.5.96)
egyenldség teljesiil, és igy végiil (17.5.90) és (17.5.91) felhaszndldsaval a
dp = % =R(t)ri(1+z)= io [z+1(1—g)+...] (17.597)

Osszefiiggéshez jutunk.
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A bolometrikus luminozitas:

Erdemes megjegyezni, hogy (17.5.97) alapjan az altalunk mért latszélagos lu-

minozitasra a
L LH?

T 4nd}  AnZ

Osszefliggés adddik. Ezt a latszélagos luminozitast megfeleltethetjiik a csilla-

[T+ (go—1)z+...] (17.5.98)

gdszok 4ltal haszndlt és az m = my,, ,, bolometrikus magnitudo ™ segitségével
kifejezett
Lpor = 1075 .2.52- 10’5[ erg ] (17.5.99)

cm?s

empirikus ,, bolometrikus luminozitasnak”. Figyelembe véve tovabbd, hogy
az M = My, ,, abszoliit bolometrikus magnitudo -t — mely a forras bolomet-
rikus magnitiddjaval akkor egyezne meg, ha az 10 parsec (pc) tdvolsdgban
helyezkedne el a megfigyel6tl — a

L=10%-3.02-10" fex] (17.5.100)
reldcidval adhatjuk meg, a luminozitdsi tdvolsigra a

m—M

d; =107

o (17.5.101)

relacié adédik. Ekkor (17.5.97) és (17.5.101) alapjan a csillagaszati megfigye-

lésekben alkalmazott bolometrikus magnitudék és a voroseltolédds kapcsola-
tara (SI mértékegységekben) az

m—M=25-5 logloHo[ ] +5 loglo(cz)[@] +1.086(1—¢g.)z (17.5.102)

Km_
sMpc
Osszefliggést kapjuk.

2) A modellfiiggo eset:

Ha ismerjiik az R(7) skdlafaktor konkrét alakjdt, a fentebb leirt fenomeno-
logikus leirést kiterjeszthetjiik a vozoseltolodas tetszolegesen nagy értékeire.
Példaul a A = 0 esetben a pordomindlt Friedman-modellekben (17.3.59)-bdl
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kapott
. 8n G
Rik= %R% (17.5.103)
valamint a (17.3.61) integrdldsa révén nyert
-3
R
b _ (—) (17.5.104)
po Ro

Osszefliggés alapjan a H, Hubble-dllandé (17.3.68) és a g, lassuldsi paraméte-
rek (17.3.69) képletének felhasznéldsaval az

5 2
R 2 R,

— | =H|1-2¢,+2g,— 17.5.105
<Ro> [ 9o +29 R} ( )
reldci6 igazolhat6.

Vegyiik észre azt is, hogy (17.1.43) alapjin egyrészt

R,
R(z) = 14z

teljesiil, mdsrészt az R(7) skdlafaktor konkrét alakjanak ismeretében a ¢@(r;)

(17.5.106)

fuiggvény is meghatdrozhato, hiszen

R,
/ dr _ (17.5.107)
R(t) RR

() /’1 dr /To dt
r = _— —A:
=y sk Ja RG)
1
1 11 2q.,]°2
= - 1—-2¢ dx,
H.R, J L x { %+ X ] *

T+z

ahol az utolsé 1épésben az x = RE valtozotranszformacioét alkalmaztuk.

A jobb oldalon 4ll6 integrdl egzaktul kiszdmithatd, igy a vizsgdlt A = 0 és
P = 0 esetben, a (17.4.75) egyenlet két sz€lén 4ll6 kifejezések egyenlGsége
folytan a

k
= (2g, —1)H? (17.5.108)
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relacio is teljesiil. Mindezek alapjan egy hosszadalmas, de nem bonyolult sza-
molassal igazolhatd, hogy (17.5.108) felhasznalasaval a k paraméter harom
lehetséges értékének megfelelGen valasztott g, értékeket alkalmazva mindha-
rom esetre teljesiil az

. Goz+(qo—1)(/2qoz+1—1)
1:

17.5.109
HoRoq3 (1+2) ( )

relacio.
Végiil a vizsgélt A =0 és P =0 esetben (17.5.91) felhasznaldsaval a

ozt (go—1) (VZgoz ¥ 11
d=Rom (147)= 92500 I)q( Zdett ) (17.5.110)
oqs

Osszefliggést kapjuk.

17.6. A horizontprobléma

Ahogy azt a fejezet bevezetd részében mar emlitettiik a Kopernikuszi-elvet
alaposan tulértékelve nemcsak térben, de idSben is egy eléggé erds extrapo-
laciét hajtunk végre, amikor — az emberiség eddigi korlatozott csillagdszati
megfigyeléseire alapozottan — univerzumunkat egy a kezdetektSl homogén és
izotrép téridével modellezziik.

Az egyik legtermészetesebb kérdés az, hogy ha valéban homogén €s izotrép
az univerzumunk, hogyan alakult ki ez a homogenitds és izotropia. Erre a
kérdésre az alabbi kézenfekvd valaszok adhatdk:

* A kezdetek 6ta homogén és izotrép volt.

» Kezdetben lehettek ugyan inhomogenitdsok, de ezeket valamilyen disszi-
pativ folyamatok kisimitottak.

A minden szempontbdl kielégit6 valasz erre a kérdésfelvetésre még varat ma-

géara, de a masodik, fizikailag sokkal adekvatabbnak ting lehetGség azonnal
elvezet minket a horizontproblémahoz.
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Az izotrép kozmoldgiai modellrdl eddig emlitettek alapjan a disszipativ folya-
matok létjogosultsdga akar elfogadhatd is lehetne, hiszen a kezdeti szingula-
ritdshoz kozelitve a skélafaktor lim;_,oR(7) = O viselkedése folytan barmely
két izotrépidt tapasztalé megfigyeld vilagvonalanak a homogenitasi feliiletek-
kel vett metszéspontjai

r df T df
70 = | RO g =R | g

tavolsaga zérushoz tart. Igy naivan — mivel a kezdeti szingularitdshoz koze-

(17.6.111)

litve, tehat a T — O hatdresetben az R(7) skélafaktor és vele a Z(7) tdvolsag
is zérushoz tart — a 17.10. dbra illusztraci6janak megfeleléen azt is gondolhat-

a

17.10. abra. A disszipativ folyamatok létjogosultsdgat erSsitené, ha a skalafaktor
lim;_,oR(7) = 0 viselkedése folytdn valéban a szaggatott vonalakkal lenne dbrdzolhat6 az egy-
mast kovetd p, g, r események kauzalis miltja. Ezzel szemben a ¢ esemény kauzalis multjat a
vastagon jelolt vonalak hatdroljdk, mig a ¢ eseményhez tartozd részecskehorizontot a fiiggdle-
gesen futd pontozott vonalak jelolik.

nank, hogy a kezdeti szingularitds elegendGen kicsiny kornyezetében barmely
két izotrép megfigyelé kommunikédlhat egymassal, véges vakuumbeli fényse-
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bességnél nem nagyobb jelterjedési sebesség feltételezése esetén is. Ennek
megfeleléen azt gondolhatnank, hogy alkalmas disszipativ folyamatok kisi-

sz

mithatjdk a kezdetben esetleg meglévd inhomogenitasokat.

A pontos vdlasz el6tt érdemes bevezetni a részecskehorizont fogalmat. Ter-
mészetes annak a kérdésnek a felvetése, hogy vajon mekkora részét lathatja a
homogén é€s izotrop univerzumnak az izotropidval 6sszeegyeztethetdé mozgdst
végzb megfigyels. Masként fogalmazva: Melyek azok az izotrép megfigyelSk,
amelyek vildgvonala mentén biztosan taldlhat olyan esemény ahonnan elvi-
leg jelet lehetne kiildeni valamely elSre kivdlasztott és csak ezdltal kitiintetett
izotrop megfigyel6 vilagvonalan taldlhat6é g eseményt megel6z6 idszakban?
Azt a szintén izotrép megfigyelSk vildgvonalai dltal kirajzolt id8szer( hiperfe-
lilletet, mely elvalasztja azokat a megfigyeldket, amelyek képesek ilyen jelet
kiildeni azoktdl, amelyek erre képtelenek, az adott megfigyel6 g eseményre
vonatkozé részecskehorizontjanak nevezziik (lasd a 17.10. abrét).

A fenti érvelés alapjan azt is gondolhatndnk, hogy ez egy teljesen haszontalan
fogalom, hiszen a kezdeti szingularitdshoz elegend6en kozeli id8szakaszban
barmely izotrép megfigyeld kiildhet jelet barmely masiknak. Ezzel szemben
Rindler — aki 1956-ban a részecskehorizont fogalmét bevezette — megmutatta
[41], hogy ez kordnt sincs igy. Rindler eredeti gondolatmenetének a k = 0
sik geometria esetére vonatkozd legegyszer(ibb vdltozata az aldbbiak szerint
fogalmazhat6 meg.

Tekintsiink egy olyan homogén és izotrép univerzummodellt, amelynek metri-
kajat a

ds* = —dv* + R*(7) [dx* + dy* + dZ*] (17.6.112)
ivelemmel adhatjuk meg. Vezessiik be 7 helyett azt a ¢t koordinataid6t, melyet
a

T gz
t:z+/_T 17.6.113
ot J R(%) ( )

reldcié hatdroz meg. Az Gj (¢,x,y,z) koordindtdkban az univerzummodell {v-
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elemét a
ds* = R*(t) [—df* + dx* +dy* +d*] (17.6.114)

alakban frhatjuk fel, ami azt jelenti, hogy ez a térid§ konformisan sik, azaz a
kérdéses koordindtdkban a fénykudpszerkezet pontosan olyan, mint a Minkowski-
téridSben.

Ha még az is teljesiilne, hogy a 7 = 0 kezdeti szingularitasnak a f) = —oo ha-
tareset felelne meg — ilyen lenne példdul egy R(7) ~ T skdlafaktor viselkedés
esetén — akkor az univerzummodelliink valéban a teljes Minkowski-téridével
lenne konformisan ekvivalens. Egy ilyen homogén és izotrép univerzummo-
dellben nem létezne részecskehorizont, hiszen ekkor — a jelen esetben nem-
fizikai Minkowski-téridében — barmely az x,y,z =allandé vonallal abrazolt
izotrop megfigyel$ vildgvonalan tetszSlegesen kivalasztott p esemény kauza-
lis mdltjanak hatarat valahol elegend&en nagy negativ ¢ értéknél mindig metszi
barmely mdsik izotrép megfigyeld vildgvonala.

Ha azonban a 7 = 0 kezdeti szingularitdsnak valamely 1 = 7 (€ R) érték felel
meg, akkor létezik a 17.10. dbra illusztraciéjanak megfeleld részecskehorizont.
Ez fordul el6 példdul a skalafaktor R(7) ~ 72/3 viselkedése esetén, ami — lasd
a 17.1 tdblazatot — a k = 0 esetben éppen a por (mint anyag) védlasztasnak felel
meg. Mivel 7 hatvanykitev6je nem lesz nagyobb akkor sem, ha por helyett a
fizikailag adekvatabb p > 0,P > 0 feltételeknek eleget tevd folyadékot tekin-
tiink — legaldbb is a k = 0 esetben — mindig létezik részecskehorizont.






18. fejezet

Gombszimmetrikus téridok

Az FEinstein-egyenletek mindmadig legfontosabb egzakt megolddsat, néhany
hénappal az alapegyenletek kozzététele utdn, Karl Schwarzschild 1916-ban
adta meg [45]. A Schwarzschild-térid6 segitségével mod nyilik a feketelyuk-
fizika olyan alapvetd fogalmainak, mint a csapddzott feliiletek, vagy az ese-
ményhorizont egyszerd és szemléletes bevezetésére.

18.1. A Schwarzschild-térido

A Schwarzschild-térid6 a vakuumra vonatkozé Einstein-egyenletek gombszim-
metrikus sztatikus megolddsa, melynek ivelemét a

r

2K 2m\ !
ds* = — (1 —~ —) dr* + (1 — —) dr* +r* (d6° +sin*0d¢*) (18.1.1)
r

formaban frhatjuk fel. A téridé alapsokasiaga M = R? x S?, at és r koordinatdk
a—oo <t <oo, 0 <r<oo, miga 6 és ¢ koordinatdk a szokdsos gombi tarto-
madnyokat futjak be. Mivel a metrika nem fiigg a r koordinétatél, t* = (d/dt)”
Killing-vektormez8 M felett, azaz 1 eleget tesz a V1) = 0 egyenletnek. Az
is beldthatd, hogy #“ idGszer(i a 2/ < r < oo egyenl&tlenség dltal kijelolt tarto-

287
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many felett, azaz a Schwarzschild-térid6 staciondrius ebben a tartomanyban.
Mivel az is igaz, hogy 1 hiperfeliilet-merdleges, azaz a 1,V 1) kifejezés azo-
nosan nulla M felett, a térid6 sztatikus a 2 < r < oo tartomdny felett.

A metrika (18.1.1) alakjabdl az is azonnal latszik, hogy tetszdleges ¥ értékre
az r — oo hatdresetben éppen a sik Minkowski-téridé geometridjahoz tart, igy
a Schwarzschild-térid6 aszimptotikusan sik. Annak iiteme, ahogyan a sik
Minkowski-térid6 geometridjahoz tart a Schwarzschild-téridé metrikdja, egye-
diil az ¥ paraméter értékétdl fiigg, amirdl megmutathatd, hogy a gombszim-
metria centrumdba képzelt forrds tomegével azonosithaté [15, 50].

A Schwarzschild-téridé6 gombszimmetrikus is, vagyis a téridé metrikdja in-
varidns az SO(3) forgdscsoport hatdsdval szemben (ldsd a 18.2. alfejezetet).
Ez azt jelenti, hogy létezik hdrom olyan {K(“a> |a =1,2,3} térszerd Killing-
vektormezd M felett, amelyek kommutatorara a

[K(a) Kio)* = &) 0) (0K (18.1.2)

egyenlGség teljesiil, ahol a kétszer el6forduld (c) névindexekre is az Einstein-
féle Osszegzési szabalyt alkalmazzuk, tovdbbéd €gq)(p)(c) a teljesen aszimmet-
rikus alterndlé tenzort jeloli. A Schwarzschild-téridé gombszimmetridjdhoz
kapcsolddé (,r, 6, ¢) koordindtarendszerben a {K(“a)} térszerd Killing-vektor-
mezS&k komponenseit a

K&, = (0,0,sin ¢,ctg 6 cos ¢) (18.1.3)
K{;) = (0,0,—cos ¢,ctg 0 sin ¢) (18.1.4)
K& = (0,0,0,~1) (18.1.5)

relaciokkal adhatjuk meg.

Kérdés: Milyen mas gombszimmetrikus, de nemsztatikus vakuum-téridék 1é-
tezhetnek? Milyen a kiilsé vakuumtéridd példaul egy gdombszimmetrikusan
pulzald csillag kornyezetében?
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18.2. Gombszimmetrikus téridok

Egy térid6t gobmbszimmetrikusnak neveziink, ha annak
[={®|P: M — M diffeomorfizmus & D*g,p = gup } (18.2.6)

izometriacsoportja tartalmaz egy a haromdimenzids forgdscsoporttal izomorf
I részcsoportot.

Ha mindig 1étezne egy V vilagvonal dgy, hogy a téridé6 gombszimmetrikus V
pontjai koriil, természetes lenne a gombszimmetridt az aldbbi egyszerli moé-
don értelmezni. Tekintsiik a V vildgvonal tetszSleges p pontjat, valamint a
vildgvonalat érintd v* vektorra merdlegesen inditott, d ivhosszusdgu térszerd
geodetikusok végpontjai dltal kijeldlt — és a tovabbiakban 227-vel jeldlt — hal-
mazt. Ekkor, ha a téridén hat6é izometriatranszforméciok tartalmaznak egy
olyan SO(3)-mal izomorf részcsoportot, amely a V' vildgvonal pontjait is in-
varidnsan hagyja, akkor tetszSleges p € V és d vilasztds mellett az &) két-
dimenziés feliiletek pontjai geometriailag ekvivalensek, azaz ezeket a feliile-
teket a részcsoport onmagukra képezi. Ezek az 27) kétdimenzids feliiletek az
I részcsoport pélydi és invariancidjuk folytdn sziikségképpen pozitiv dlland6
gorbiiletl sokasdgok.

Van azonban egy kis baj ezzel a meghatdrozdssal. Nem minden esetben van
olyan V vilagvonal, amely kijeloli a gombszimmetria centrumdt. Nincs ilyen
példaul a Schwarzschild-térid6ben, de az olyan gombszimmetrikus globélisan
hiperbolikus téridékben sem, amelyekben a Cauchy-feliilet topolégidja R! x
S? vagy S! x S? [4] (I4sd a 18.1. dbrat is). Ennek ellenére igaz az alabbi allités.

18.2.1. Allitas. Bdrmely gombszimmetrikus téridd alapsokasdga lokdlisan min-
dig elddll egy kétdimenzios & pdlya és egy arra geometriai értelemben merd-
leges M kétdimenzids sokasdg & x M alakban felirt direkt szorzataként. Az

SO(3) forgdscsoport szokdsos (6,9) paraméterezését, valamint az M soka-
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S? R! x §? St x §?

R! x §? S! x §?

18.1. abra. Kiilonféle topologidji hdromdimenzics feliiletek illusztricidja ldthaté egy di-
menzi6 elhagydsdval. A forgdscsoport hatdsdval szemben invaridns kétdimenzids feliileteket a
baloldali két dbran (ezek a topoldgiailag R3 és S3 esetek) vizszintes, mig a jobb oldalon lathat6
két dbréan (ezek a topolégiailag R x S2 és S! x S? esetek) fiiggleges kordk jelenitik meg.

sdgon bevezetett tetszdleges (x',x*) lokdlis koordindtdkat haszndlva a négydi-
mengzios gombszimmetrikus téridometrika ivelemét a

ds* = gapdX*dx® + h*(x',x*) (d6* + sin*0 d¢?) (18.2.7)

alakban trhatjuk fel, ahol az A, B indexek az 1,2 értékeket vehetik fel, tovabbd
gap egy Lorentz-szignatirdju kétdimenzios metrika a forgdscsoport pdlydinak
terén.

Bizonyitds: Jellie 2(q) az I C I, SO(3)-mal izomorf részcsoport ¢ € M pon-
ton atmend palyajat.

Mivel SO(3) hdromparaméteres, ugyanakkor I palyai kétdimenzidsak, tetszo-
leges g € M pont vilasztdsa esetén létezik olyan I, C I részcsoport, amelynek
elemei a ¢ pontot fixen hagyjak. !

A g pontbdl a P (g) pélydra merSleges érintGvektorokkal inditott geodetikusok
kifeszitenek egy olyan kétdimenziés .# (q) sokasdgot, amely szintén invaridns

! Amikor 1étezik a gombszimmetria centrumat megjelenitd V vildgvonal, akkor INq éppen a
p €V pont koriili olyan forgatdsokbdl all, amelyek a p és g pontokat dsszekotd geodetikust
pontonként invaridnsan hagyjak.
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Z, hatdsdval szemben. Mig a 4 (q) pdlya q pont koriili pontjai permutdlédnak
I, hatdsara, a kétdimenzi6s .# (q) sokasag pontjai pontonként fixen maradnak,
hiszen I, invaridnsan hagyja a & (q) pélydra merGleges irdnyokat.

Tetsz6leges masik r € .4 (gq) pontban az I~q részcsoport egymaskozt permu-
talja az .# (q)-ra merdleges irdnyokat, ugyanakkor a kordbbi észrevételeink-
nek megfelelGen az .# (g) feliiletet invaridnsan hagyja.

Eppen ezért Z{ az r € # (q) pontra illeszkedd & (r) pélyén fejti ki hatdsit,
amibdl az is kovetkezik, hogy a Z(r) pélya is merSleges .# (g)-ra.

Az imént hasznalt konstrukciéra alapozva a mer6leges feliiletek segitségével
definidlhatunk egy kolcsonosen egyértelmil megfeleltetést a kiilonb6z6 SO(3)-
invaridns palydk kozott. Ez gy torténik, hogy az x € £(q) ponthoz azt az
y=f,,(x) € Z(r) pontot rendeljiik hozzd, amelyet az .# (x) merSleges feliilet
metsz ki a &(r) palyabal.

Mivel ez az f,, : #(q) — &(r) hozzérendelés invaridns az I, tészcsoport
hatdsdval szemben, az x € &(q) pontbeli, a & (q) pélyét érint6 egyenld nor-
maju vektorok — ezeket permutdlja a I részesoport — f, . dltal meghatdrozott
f,.-(q) pontbeli megfeleldi is egyenld normdjiak az y € &(r) pont érintéte-
rében. Emiatt a négydimenziés metrika altal a kétdimenziés & (q) és Z(r)
palyakon indukalt metrikdk az x € Z(q) és y € &(r) pontokban konformisan
ekvivalensek

gab|x.gz(q) ~ gah|y.gz(r) . (18.2.8)
Figyelembe véve, hogy a &(q) és &(r) pélydkon meghatdrozott metrika
sziikségképpen invaridns az SO(3)-mal izomorf I részcsoport hatdsaval szem-
ben, az iménti relacidoban implicit médon alkalmazott ardnyossagi tényezd nem
fiigghet a pontok palyakon elfoglalt helyétdl, csak maguktol a palydktdl. Igy a
két palyan indukalt metrika egymdssal konformisan egyenértékd, azaz

gab|32(q) = Qz(‘la r) gab|9(r) (18.2.9)

valamely alkalmas, sehol sem zérus Q(q, r) fiiggvény esetén.
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Vezessiik be az SO(3) forgdscsoport szokdsos (0, @) paraméterezését valamely
tetsz6legesen vilasztott & (q) palydn. A (6, ¢) koordindtdk a f, , tipusd leké-
pezések segitségével az Gsszes tobbi, a Z?(q)-t is tartalmazé Osszefiiggd tarto-
manyban fekvé palydra atvihet6k €s igy a palydkon indukalt metrikat a

do?| , = Q*(P) (d6” +sin*0d¢?) (18.2.10)

alakban frhatjuk fel. Erdemes megjegyezni, hogy a zirGjelben taldlhaté ive-
lem éppen a # = 1 édllandé Gauss-gorbiiletli tér metrikdjat hatdrozza meg,
mig a mellette 4ll6 Q?(2?) faktor a pozitiv gorbiilet palyarél-palyara torténd
valtozdsat hivatott biztositani.

Ezek utén bevezetve tetszSleges (x!,x?) koordindtakat példdul az .# () merd-
leges feliileten a ¢ pont kornyezetében, majd az x',x* fiiggvényeket az .# (9)
feliiletre merSleges &7 péalydk mentén fixen tartva a g pont négydimenziés
kornyezetére elterjesztve olyan (x!,x%,6,¢) lokdlis koordinatdkhoz juthatunk,
amelyekben a palydk az x!, x> =dllandé szintfeliiletekkel esnek egybe, mig a
négydimenzios téridémetrika iveleme a

ds* = gapdx*dx® + Q*(x',x?) (d6* +sin*0 d¢?) (18.2.11)

alakban irhat6 fel [36], ahol az A, B indexek az 1,2 értékeket vehetik fel, to-
vabbd gap egy Lorentz-szignatirdju kétdimenzids metrika a forgdscsoport pa-
lydinak terén, melyet példdul az .# (q) merSleges feliilet pontjaival jelenithe-
tiink meg. O

18.2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy tetszdleges kétdimenzios metrika konfor-
misan stk alakra hozhaté, azaz az (x',x?) koordindtdk helyett mindig bevezet-
hetiink olyan (t,r) koordindtdkat, amelyekben —attdl fiiggden, hogy a metrika
Riemann- vagy Lorentz-féle — a gap = @* - Sop vagy pedig a gap = ®° - Nap
reldcio teljesiil, ahol @ : # — R egy sehol el nem tind fiiggvény.

<Segitség: 1) Legyent : .4 — R olyan fiiggvény, amely a Vo VAt = 0 egyenlet
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megolddsa. 2) Mutassuk meg, hogy az exgV*t egyforma zdrt, azaz Vici€as VAt
= 0. 3) Ekkor a Poincaré-lemma folytdn léteznie kell olyan r : 4 — R fiigg-
vénynek, amelyre Vgr = e4gVAt. 4) Mutassuk meg, hogy ekkor g'" = VAtV gr =
0, tovdbbd g" = (—1)°g"", ahol s a gap metrika szignatirdjdt jeloli.>

27z

Az imént megfogalmazott feladat megolddsaként elGallo (z,r) koordindtdk 16-
tezését felhaszndlva a legdltalanosabb négydimenzids gombszimmetrikus tér-
idémetrika ivelemét a

ds* = - (—di* +dr*) + Q- (d6* + sin> 0d¢°) (18.2.12)

alakban frhatjuk fel, ahol @ és Q csak a (¢, r) koordinatdktdl fiiggenek.

Amikor az SO(3)-mal izomorf I részesoport pélydihoz tartozé o () felszi-
nek gradiense nem zérus, akkor vélaszthatjuk a felszinhez kapcsol6dd 7 su-
gart is radidlis koordindtaként. Ekkor az 7 sugard palya o/ (4?) felszinére az
o (P) = 47 reldci6 teljesiil. Természetesen az igy nyert (¢, 7) koordinétak-
ban a g4p metrika mar nem lesz konformisan sik, és altaldban még diagona-
lis jellegét is elveszti. Ebben az esetben azonban mindig bevezethetd olyan
f =(t,r) koordindta ¢ helyett, amelyre a (7,7) koordindtdkban a gsp diago-
ndlis, azaz a felszinnel kompatibilis 7 radidlis koordindta haszndlata mellett a
legéltalanosabb négydimenzios gombszimmetrikus téridémetrika ivelemét a

ds* = — f-dP* + h-dP* + 7 - (d6” +sin® 0d¢?) (18.2.13)

alakban is felirhatjuk, ahol f és h csak a (7, 7) koordinatéktdl fiigg. Erdemes
kiemelni, hogy tovédbbra is két altaldnos, a merdleges téren €106 fiiggvény hata-
rozza meg a legaltaldnosabb négydimenziés gombszimmetrikus téridé metri-
kajat.

18.2.1. A Birkhoff-tétel

Ha a metrika legutdbb felirt alakjat behelyettesitjiik a vikuum Einstein-egyen-
letekbe, akkor — amint azt Birkhoff 1923-ban bizonyitotta [1] — az f és h fiigg-
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vények csak az 7 koordinataktol fiiggenek. Tovabba, mivel a (18.2.13) metrika
diagonalis, minden gombszimmetrikus vakuumtéridé egyben sztatikus is, az f
és h fiiggvényeket

7

—1
f:l—27M h= (1—2~M> (18.2.14)

alakban {rhatjuk fel.

18.2.1. Tétel (Birkhoff-tétel). A vdkuum Einstein-egyenletek bdrmely gomb-
szimmetrikus, legaldbb kétszer folytonosan derivdlhatd, azaz C* osztdlyi meg-
olddsa lokdlisan izometrikus a Schwarzschild-térido valamely résztartomd-
nydval.

Birkhoff-tétele értelmében teljesen mindegy, hogy a forrds milyen, a gomb-
szimmetridval 0sszeegyeztethet6 mozgast végez, azaz pulzal-e vagy sem. Ek-
kor a kiils6 vakuum-megoldds a Schwarzschild-térid6 valamely résztartoma-
nyaval esik egybe, tehat sztatikus is.

18.3. Proébatestek mozgasa a Schwarzschild-téridében

Korabbi észrevételeinknek megfelelGen a tomeges prébatestek, illetve — geo-
metriai-optikai kozelitésben — a fény torténetét barmely téridében iddszerd, il-
letve fényszer( geodetikus gorbékkel jelenitjiilk meg. Emlékezziink arra, hogy
egy geodetikus 7 affinparaméterezéshez tartozé T¢ érintdvektora eleget tesz
a T°V, T = 0 egyenletnek, melyet tetszGleges x* lokélis koordinatdkban, a
(8.0.10) relacionak megfelelGen, a

dx* ddPdxY

—_— = 18.3.1
d12+ BY ar dr (183.15)

alakban frhatunk fel.
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Specidlisan a Schwarzschild-téridében, ahol x* koordinatdkként alkalmazhat-
juk a (¢,r,0,¢) koordindtdkat, a T érintGvektor komponenseire 7% = dx* /dt
+ (i,7,0,0) teljesiil. Ebben az alfejezetben a ,,” a T-affin paraméter szerinti
d/drt derivilast jeloli.

A Newtoni-mechanikabdl ismert, hogy minden centralis erStérben torténé moz-
gds sikmozgds, azaz a centrumon atfektetett sikban torténik. Lényegesen le-
egyszer(siti az analizist az a tény, hogy ez a tulajdonsdg érvényben marad az
altalanos relativisztikus mozgasokra is. Ennek belatdsa érdekében el6szor te-
gyiik fel, hogy valamely x* = x%(7) pélydhoz tartoz6 x*|;—o és dx®*/dt|.—¢
kezdGadatokra a 0|,—g = 7/2 és 0|,—o = O reldcidk teljesiilnek. Egy ilyen
geodetikus gorbére a 6 = 7 /2 reldcidnak is teljesiilnie kell, hiszen mind a
Schwarzschild-térid6 metrikdja, mind pedig a geodetikus gorbe kezdSadatai
rendelkeznek 6 — m — O transzformdacidval szembeni invariancidval, igy a
0 = 7 /2 reldci6tdl torténd barmely eltérés Gsszeegyeztethetetlen lenne ezzel az
invarianciaval. Ha ehhez hozzavessziik, hogy egy gombszimmetrikus térid6-
ben tetszdleges x*|;—o és dx*/dt|;—¢ kezdGadatok megfelel6 forgatdsokkal
az imént alkalmazott alakdva transzformalhatok, a Schwarzschild-téridében
minden kauzdlis geodetikus gorbe vetiiletének a haromdimenziés (r, 6, ¢) ko-
ordindtatér képzeletbeli origdjan atfektetett sikban kell elhelyezkednie. Ezért
az altalanossag elvesztése nélkiil elegendd az egyenlitdi sikban mozgod geode-

tikusok vizsgdlatara szoritkoznunk.

Miel6tt tovabbmennénk idézziik fel azt is, hogy a parhuzamosan elterjesztett
vektorok belsGszorzata nem véltozik a parhuzamos eltolds sordn. Igy speci-
dlisan az x* = x%(1) geodetikusokat érintd 7 érintGvektor is eleget tesz a
T°V (T°T,) = 2T,(T°V.T*%) = 0 egyenletnek, igy az idGszerd, illetve fény-
szer(l geodetikus gorbéink mentén a

2N 2\ ! .
K= gupTOT" = — (1——) i+ <1——> i+ ¢? (18.3.16)
r r

egyenlet teljesiil, ahol k¥ = 1, illetve k¥ = 0 annak megfelelSen, hogy a vizsgilt
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geodetikus gorbe idGszerd, illetve fényszerd, tovabbd kihasznéltuk a 6 = /2
feltételiinket is.

Mindezeken feliil, mivel T¢ egy geodetikus érint&vektora, tovabba 1 = (d /dr)”
és ¢ = (d/d¢)* Killing-vektormezdk, a 10.4.1. Lemma alapjin a g ,t*T? és
gubq)“Tb belsGszorzatok is dlland6 értékkel birnak a 7“ vektormezd integral-
gorbéiként eldalld geodetikusok mentén. Ennek megfelel6en az

2K
e=—gut‘T? = <1>t (18.3.17)
r

0 =gu,0°T" = 17§ (18.3.18)

mennyiségek nem valtoznak az emlitett geodetikus gorbék mentén.

18.3.1. Fényelhajlas

Az éltalanos relativitdselmélet elsS kisérleti ellendrzéseként 1919-ben egy tel-
jes napfogyatkozas alkalmaval a fényelhajlas mért€kének megfigyelésen ala-
pulé6 meghatarozasat tdzte ki célul Eddington és Dyson. Parhuzamosan az
afrikai Principe szigeten és Brazilidban, Sobralban végeztek megfigyeléseket,
melyek ugyan meglehetSsen pontatlanok voltak, mégis megerdsitették a rela-
tivitdselmélet azon joslatat, hogy a téridé geometridja nem sik, de még csak
nem is konformisan sik.

Az eddigi legpontosabb méréseket 2005. oktoberében végezték el. Kontinens-
nél is nagyobb méretli VLBA (Very Long Baseline Array) rddidantenna-rend-
szerrel négy tavoli kvazar pozicidjat mérték, amikor az érkezd radidhullamok
a Nap kozelében haladtak el. A radiéhullamok elhajlasa miatt a kvazarok hely-
zete kissé kiilonbozott attdl a poziciétdl, amit akkor mértek, mikor a Nap az
adott égboltteriilettd]l messze tartézkodott €s igy kdzvetve nagyon nagy pontos-
sdggal igazoltdk az dltaldnos relativitdselmélet fényelhajlasra vonatkozo josla-
tanak helyességét [7].
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A fényelhajlds a 18.2. dbra illusztracidjanak megfelelden akkor 1ép fel, amikor
egy tavoli fényforras éltal kibocsatott fényjel egy lokalizalt graviticiés forras
kozelében elhaladva a hozzd geometriai-optikai kozelitésben tartoz6 geode-
tikust kovetve, egy a forrdstol szintén tavol elhelyezkedé megfigyel6hoz lat-
szllag 6¢ szoggel eltériilve jut el. Tekintsiik most egy olyan, a centrumbdl

18.2. dbra. Egy tévoli fényforrds 4ltal kibocsatott fényjel egy lokalizalt gravitdcids forras
kozelében elhaladva a hozzd geometriai-optikai kozelitésben tartozé geodetikust kovetve, egy
a forrdstdl szintén tévol elhelyezkedd megfigyeld latszélag 0 ¢ szoggel eltériilve jut el.

inditott szakasz masik végpontjanak mozgasat, amely a forrastdl induld fény-
szeri geodetikus valamely ¢ =dllando hiperfeliiletre vett vetiiletén fut végig.
Ez a szakasz a Ag = @(4o0) — @ (—o0) szogtartomanyt sopri ki. Az dbran fel-
tiintetett szogek segitségével az is leolvashat6, hogy a 6 ¢ szogeltérés, valamint
a A szogtartomdny kozott a ¢ = A¢ — 7 reldcio teljesiil.

A A¢ szdg meghatdrozésa el6tt érdemes megvizsgdlnunk a d¢ /dr differenci-
dlhdnyadost, melyet az Osszetett fliggvények derivalasi szabalyat, valamint a
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(18.3.16) és (18.3.18) egyenleteket felhasznédlva a

dg dgdr 9 - 1
D 2 - (18.3.19)
r var g \/ez—%(r—ZM) art—r(r—2m

alakban irhatunk fel. Ekkor

r -1
A¢:2/0d—¢dr:2/ di — (18.3.20)
—w dr 0 2 2,3
\/1 w>— 5 (1—uw)

_2/1 du
0 2w (1B

2
I —u o <l—u2)

ahol a mdsodik egyenlSség felirdsdhoz az r véltozé helyett az u = ry/r valtozot

vezettiik be, tovabba felhaszndltuk az r = ry helyen érvényes

? 2
= <1 — > (18.3.21)
Iy r

relaciét is, mely kapcsolatot teremt az e és ¢ allandok értéke kozott.

A Napunkra vonatkoz6 Mz ~ 1477;,) és Ry ~7- IO?m] kozelité adatokat fel-

haszndlva azt kapjuk, hogy M/rg = M- /R ~ 2-107% és igy az integrandus
masodik tényezdjére alkalmazhaté a

(14+d)"~1+n-d (18.3.22)

kozelités, amelynek feltétele az, hogy a |d| < 1 és |nd| < 1 relacidk teljesiil-

jenek.
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~

Igy
Ad 2/1 L (=), (18.3.23)
~ — u .
0 VI1—u? ro \ 1 —u?
Lo Mot 1 u? 4M
=2 / ———du+— - du| =+ —,
lo V1—u? 10 Jo <\/1—u23 \/1_,423) 0
amibdl a 8¢ szogeltérésre a
4N
5~ - (18.3.24)

ro
kozelitd értéket kapjuk.

18.3.2. Gravitacios voroseltolodas

Ahogy azt kordbban is lattuk, geometriai-optikai kozelitésben (1dsd a 17.1.3. al-
fejezetet) egy elektromdgneses hulldm valamely u“ egységnyi norméju négyes-
sebességvektorral mozgd megfigyeldre vonatkozé @, frekvencidjanak, a hul-
lam fazisnak az u“ irdnyba es$ vdltozasi gyorsasagat neveztiik:

W, = —u°V,S = —uk,. (18.3.25)

Erdekes annak a kérdésnek a megvalaszoldsa, hogy a Schwarzschild-téridében
egy sztatikus megfigyel$ &) vilagvonalanak valamely p; eseményébdl w, frek-
vencidval inditott fényjelet egy mdsik &, sztatikus megfigyel az & vilagvo-
naldn, a 18.3. dbranak megfelel6en elhelyezkedd p, eseményben mekkora @,
frekvencidjinak érzékel.

Fentebbi észrevételeinknek, valamint a sztatikus megfigyelSk vildgvonalai men-
1 ., . .
tén érvényes u® = (—t,) 2t reldci6 figyelembevételével az

e —t%t =3 “ke — 2y
o (k) [CreR)], oo A sang
o (—uk.); |:(_tete)*§ (l‘eke)} (1— 2_”)—§ A

1 n
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O 0,

18.3. dbra. A graviticios voroseltolédds megfigyelésének illusztriciéja. Az @ vildgvonal
mentén talalhaté p; eseményt az &, vilagvonal mentén elhelyezked6 p, eseménnyel a k* érin-
tévektorud jovoiranyd radidlis geodetikus gorbe koti dssze.

egyenlGséghez jutunk, ahol az utolsé el6tti 1épésben azt hasznaltuk ki, hogy
a kérdéses fényjel egy k“ érintévektord jovSirdnyd radidlis geodetikus gorbe
mentén mozog, és a 10.4.1 Lemma értelmében valamely ¢ Killing-vektor és
egy affinparaméterezett fényszerd geodetikus gorbe k* érintdvektoranak belsd
szorzata dllandé a geodetikus mentén, és igy (t%k,); = (tk,)», tovabba az
utolsé 1épésben a a Schwarzschild-téridében érvényes

. 2M
1ty = —gestt =1 - (18.3.27)
r

relaciot hasznaltuk fel.

Igy amikor a feltételeinknek megfelelSen r» > ry, azt kapjuk, hogy @; > s,
azaz a tavolabb elhelyezkedd megfigyels éltal érzékelt frekvencia kisebb mint
a gravitdcids forrashoz kozelebbi helyen a kibocsatdsi frekvencia. Erdemes
kiemelni, hogy az @, /@, ardny az r; — 2M hatédresetben oo-hez tart, azaz tet-
szblegesen nagy értéket vehet fel.



18.4. A SCHWARZSCHILD-TERIDO ANALITIKUS KITERJESZTESE301

A fent ismertetett meggondoldsoknak megfeleléen a gravitacidés voroseltolo-
désra a

M—A (1*27{1)_
z= = l=—r—v—

(18.3.28)

e (-2

[T ST

Osszefiiggés adddik, melyet az elmélet megalkotdsa 6ta tobbszor, kiillonféle
moédszerekkel ellendriztek. Ezek mindig az dltaldnos relativitdselmélet josla-
taival megegyez6 eredményre vezettek, de a voroseltolodds els6, minden két-
séget kizard, meggydz6 pontossagu ellendrzésének, mégis az 1959-ben Po-
und és Rebka dltal végzett mérést tekintik. Ok a Harvard Egyetem Jefferson
tornydnak tetején és aljan elhelyezett gamma-forrasok relativ voroseltolodasat
mérték a kiilondsen pontos Mossbauer-effektus felhaszndldsaval [32, 33].

18.4. A Schwarzschild-térido analitikus Kiterjesztése

Ahogy azt kordbban mar emlitettiik, a (¢,r,60,¢) lokdlis koordinitdkra vo-
natkoz6 (18.1.1) ivelem alakjabol kovetkezik, hogy a Schwarzschild-metrika
szinguldris az r = 0, valamint az r = 2/ helyen.

Megmutathaté, hogy a gorbiileti tenzorbdl képzett R,p.qR? Kretschmann
skalar #/r° rendben divergdl az r = 0 szingularitdshoz kozelitve, mig az r — 2M
hatdrdtmenetben nincs olyan skaldrinvaridns, azaz (0,0)-tipusu tenzoridlis ki-
fejezés, amely barmilyen értelemben irreguldrisan viselkedne. Fontos hangsu-
lyozni, hogy tenzoriélis, azaz (0,0)-tipusdaktdl eltérd kifejezéseket nem hasz-
nalhatunk ilyen jellegii vizsgalatokban, mivel minden ponthoz talalhaté olyan
koordinatakornyezet — ennek hatdran fekszik maga a kérdéses pont — és olyan
koordinatak ebben a koordinatakornyezetben, amelyre vonatkozéan az adott
tenzor komponensei végtelenné vdlnak a kivdlasztott pontban.

sz

Az r =0 helyen 1évd szingularitas valédi gorbiileti szingularitas, mig az r =2
helyhez kapcsolddé szingularitdsrdl kideriilt, hogy az csak koordindtaszingu-

P

laritds, azaz megfelel 1j koordinatdk bevezetésével kikiiszobolhetd [22, 46].
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A koordinétaszingularitasok kikiiszobolése feltételezi olyan uj koordinatak 1é-
tezé€sét, amelyek az eredeti koordinatafoltndl nagyobb tartoményon reguldrisan
viselkednek, azaz a metrikus tenzorok eredeti koordinatakra vonatkozé kom-
ponenseinek formalisan szingularis viselkedése nem jelenik meg az 4j koordi-
ndtdk haszndlata sordn.

18.4.1. Definicié. A g, metrika (O, y) térképhez tartozé gqp komponensek-
ben megjelend szinguldris viselkedést koordindtaszingularitdsnak nevezziik, ha
létezik olyan (O™, y*) térkép, amelyre

(1) O lezdrtja része O*-nak, azaz 0 C 0%, tovdbbd

(2) a gap metrika nem szinguldris az O* felett értelmezett iij koordindtdkban.

Jeloljitk a Schwarzschild-térid6 r > 2¥ egyenlGtlenség dltal meghatdrozott tér-
id6tartoményat M;-gyel. Az 4j koordindtdk meghatarozdsdhoz hasznalhatjuk
az ebben a tartomdnyban kifelé, illetve befelé¢ futé radidlis fényszerd geo-
detikusokat. Az ezeket érint6 T® vektormezs eleget tesz a T°V,(TT,) =
2T,(T°V,.T*) = 0 egyenletnek, és igy a fényszerl geodetikus gorbéink mentén

oM om\ !
0=g,T°T" = — (1——)i2+ <1——) 2 (18.4.29)
r r
teljestil.

18.4.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a T°V,(TT,) =2T,(T¢V,T*) =0 egyen-
letbdl még nem kovetkezik, hogy a vizsgdlt kifelé, illetve befelé futo radidlis

fényszeril geodetikusok affinparaméterezettek lennének, azaz dltaldban csak a
TV T = ¢T reldcio teljesiil, valamely alkalmasan vdlasztott ¢ fiiggvényre.

(18.4.29) alapjan a radialis fényszerti geodetikusok egyenlete

2 -2
(:‘Z) :<1_2rM> , (18.4.30)
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amely a
dr, 2m\ !
- —( ——> (18.4.31)
dr r
relacioval bevezetett Wheeler-féle r, tekndckoordinatat felhaszndlva a
dr \?
(—) =1 (18.4.32)
dr.

alakban frhat6 fel. fgy a kifelé, illetve befelé futé radialis fényszerti geodeti-
kusok a
t = £r, + konstans (18.4.33)

egyenlettel adhatok meg, ahol (18.4.31) alapjan

om\ ! r
r*—/<l—r> dr = r+2K1n (ﬂ—1>. (18.4.34)

Vezessiik be a (7, r) koordindtédk helyett az (u,v) fényszer( koordinatékat, ame-
lyeket az

u=1t—r, (18.4.35)
V=t+r, (18.4.36)

reldciokkal értelmeziink. Ezekben a koordinatdkban a Schwarzschild-metrikd-
nak az SO(3) csoport tranzitivitési feliileteire mergleges része a

2M

ds* = — <1 - —) dudv (18.4.37)
r

alakban irhat6 fel, ahol (18.4.34) alapjn r, mint az (u,v) fényszerd koordina-

ték fliggvénye az
V—u

2

F+2MIn (ﬁq) — = (18.4.38)

implicit kifejezés segitségével adhaté meg.
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18.4.2. Feladat. A (18.4.38) egyenletet felhaszndlva mutassuk meg, hogy

om\ ! v
<1 _ _> — e o (18.4.39)

r

teljesiil.

Ezek utan a (18.4.37) ivelem

2Me™ 2w
-

ds* = e dudv (18.4.40)

alakban is felirhato.

Még nem vagyunk készen, hiszen (18.4.34) alapjan az M; térid6tartomany ha-
taran 1év6 r = 2 M koordinatdji pontok €ppen az u = oo vagy v = —oo értékeknek
felelnek meg, azaz ezek az j koordinatdk sem értelmezhetGek az eredeti M,
téridGtartomanynal nagyobb sokasagon.

18.4.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a kifelé, illetve befelé futo radidlis fény-
szerii geodetikusok mentén az u és v koordindtdk nem affin paraméterek, ugyan-

akkor az
U=—e¢ i (18.4.41)

V=c (18.4.42)
fiiggvények dltal meghatdrozott kifejezések mdr azok.
Ennek megfelelden célszerti az ily médon definidlt U és V fiiggvények dltal

meghatérozott (U,V) fényszert koordindtdkat hasznélni az eredeti (¢,r) koor-
dinatak helyett, melyekben a (18.4.40) ivelem a

32K3e 2
ds* = -2 " quav (18.4.43)
alakot 6lti. Az U4j koordinatdkban az u = o és v = —oo értékeknek megfeleld

U =0 ¢&s V =0 hiperfeliiletek jelenitik meg az r = 2 hatart.
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Lathat6, hogy a metrika teljesen regularis nemcsak az M; térid6tartomanynak
megfeleld U < 0 és V > 0 koordindtatartomdnyban, de az U és V fényszer(
koordinatak olyan értékeire, melyek Osszeegyeztethetdek az r > 0 feltétellel.

Bevezetve végiil az (U,V) fényszerd koordindtak helyett azokat a (7, X ) koor-
dinatdkat, melyeket a

T = # (18.4.44)
X = % (18.4.45)

reldciokkal értelmeziink, a teljes négydimenzids Schwarzschild-metrikdt a

323
B r
formédban {rhatjuk fel, ahol a (¢,r) koordindtdk, valamint a (7,X) Kruskal-

ds* (—dT*+dX?) +1* (d6* +sin*0 d¢?) (18.4.46)

Szekeres—tipust koordinatak kozott az

(%4_1) et = X2 — T2 (18.4.47)
iN T
tanh (H{) -5 (18.4.48)

implicit reldciok létesitenek kapcsolatot.

A (18.4.46) metrika természetesen mar nem szingularis az » = 2¥ helyen. A
(18.4.48) relacidt felhaszndlva konnyen l4thatd, hogy a kétdimenzids 7 — X
szekcidban a lehet6 legnagyobb koordindtatartomany, ahol a (18.4.46) ivelem
értelmezett, az r = 0 értéknek megfelels T2 — X2 = 1 hiperboladgak kozott el-
helyezkedd, az M;-nél Iényegesen kiterjedtebb tartomdny. Ezeket a 18.4. dbrdn
a vastagon jelzett szaggatott vonalak jelenitik meg.

A (18.4.47) relaciot felhaszndlva az is azonnal latszik, hogy az r =dllando
hiperfeliiletek hiperboloidok, melyek a 18.4. 4brdn hiperboldkkal vannak dbra-
zolva.
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U 3 T =0 37 v
-, r=4ll. T
. A TEX=0
’0’.'. Ry
P
My
M
My !
X
NG s :
’ M[V - "
o r=all.
=0 .
" 8 T+X=0

18.4. dbra. Az dbra a Schwarzschild-téridSnek a Kruskal-Szekeres-féle koordindtdk segitsé-
gével megadhaté maximadlis analitikus kiterjesztésének megjelenitésére szolgal. A konformisan
sik T — X szekcid pontjai egy-egy kétdimenzids r sugard gombot helyettesitenek. A pontozott
vonalak az azonos r értékkel rendelkezd ,, pontokat™ kotik 6ssze. Mig r értéke a p pontbdl mind
a befelé, mind pedig a kifelé futd, jovoiranyu, fényszert geodetikusok mentén csokken, addig
— a Minkowski-téridében megszokott médon — a ¢ pontbdl befelé induld, jovSiranyu, fényszerid
geodetikusok mentén csokken, mig a kifelé futék mentén novekszik.

Hasonl6an (18.4.48) alapjan ¢t = 4/ - arctanh (%) azaz a t =dllando hiperfe-
lilletek a % =dllando hiperfeliileteknek felelnek meg. Specidlisan a % =+1
hiperfeliiletek a t = 4o hiperfeliileteknek felelnek meg és igy a (7,X,0,0)
koordinatak valéban kikiiszobolik a (¢,r, 6, ¢) koordindtdkban az r = 2/ he-

sz 2

lyen fellépS koordindtaszingularitast.

A 18.4. abran az is jol lathato, hogy a kiindulasi M; térid6tartomdny pontosan
a jobb oldali ,,negyednek” felel meg, amelyet két, az origdn athalad6 és az X
tengellyel +45 fokos szoget bezard egyenes hatarol. Vegyik észre, hogy a
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(18.4.48) ivelem a T'— X szekcidban konformisan sik, tehat az ehhez a szekci-
6hoz tartozo6 radialis fényszerd geodetikusokat éppen a vizszintes X tengellyel
445 fokos szoget bezard egyenesek abrazoljak. Ebbdl egyrészt az latszik,
hogy a négy kiilonallé negyedet elvalasztd, T = +X egyenletek éltal meg-
hatarozott feliiletek fényszerd hiperfeliiletek, masrészt az, hogy Mj;-es tarto-
manyban felvett ki-, illetve befuto radialis fényszerid geodetikusok mindegyike
sziikségképpen az r = 0 helyen 1év§ szingularitdson végzédik. Tgy — a relativi-
taselmélet alapfeltevéseivel osszhangban — nem létezik olyan kauzdlis gorbe,
amely egy itteni pontbdl indulva atjuthatna az M; tartomanyba.

Vegyiik észre azt is, hogy az dbra a Schwarzschild-térid6 olyan dbrazoldsat
adja, ahol a 7 — X sik minden egyes pontja egy olyan kétdimenzids —a (18.4.48)
Osszefiiggésnek megfelel6 — r sugard gombot helyettesit, melynek felszine
o/ = 4mr?. Az dbrardl az is konnyen leolvashat6, hogy az r koordindta értéke,
azaz a megfeleld gombok felszine csokken az M;; tartomany barmely pontjdbol
jovoiranyban inditott, radidlis, fényszerd geodetikus mentén attdl fiiggetlentl,
hogy azok ,,kifelé” vagy ,,befelé” irdnyitottak. Penrose nyomén [27] az olyan
kompakt irdnyithaté kétdimenziés hatar nélkiili feliileteket, amelyeket még a
réluk jovGiranyba kifelé induld, fényszert geodetikusok mentén > elmozgatva
is mindig egyre kisebb felszini feliiletekhez jutunk, csapddzott feliileteknek
nevezzilk. Azokat a kompakt hatar nélkiili kétdimenzios feliileteket, amelyek
esetében a felszin éppen csak nem csokken a jovSirdnyba kifelé induld, fény-
szerl geodetikusok mentén, margindlisan csapddzott feliileteknek nevezziik.

A Schwarzschild-térid6 esetén a margindlisan csapdézott feliiletek pontosan
azok, amelyek kijelolik az Mj; tartomény hatarat, azaz azon jovShalmaz ha-
tardt, amelynek belsejében 1€v6 pontok mindegyike valamely jovo értelemben
csapdazott feliilethez tartozik. Konnyen ellendrizhetd, hogy Mj;-ben a csap-

dazott feliiletek az r < 2M és T > 0 Osszefiiggések dltal meghatdrozott tarto-

2A kérdéses fényszerti vektormezd altal meghatdrozott, egyparaméteres diffeomorfizmus-
csoport felhaszndlasaval.
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manyban helyezkednek el, mig az r =2Més T > 0 relacidkkal adott fényszer(
hiperfeliiletek pontjai reprezentdljak a margindlisan csapdazott feliileteket.

Erdemes megjegyezni, hogy barmely sztatikus, azaz az r,0, ¢ = dllandd, r >
2/ palyan mozgd megfigyeld altal beldthatd térid6tartomany éppen az M; U
My résztéridGvel esik egybe. Mindezek alapjan az Mj; éltal megjelenitett
részt a Schwarzschild-téridS feketelyuk-tartomdnydnak tekintjiik. A négy kii-
16n4llé negyedet elvélasztd, a T = £X egyenletek dltal meghatarozott hiper-
feliiletekre — melyek egy kettéhasad6 Killing-horizontot képeznek — mint a
Schwarzschild-térid6 eseményhorizontjdra, mig ennek a T,X > 0 relaciok al-
tal kijelolt negyedére mint a Schwarzschild-térid6 jovd eseményhorizontjdra
szoktunk hivatkozni.

Erdemes még megemliteni, hogy a % =dllando hiperfeliiletek a 18.5. dbran
jelzett R x S? szorzatstruktiraval rendelkeznek. A szakirodalomban ezekre
a hiperfeliiletek mint férgelyukkakra hivatkoznak. Mivel ezek a hiperfeliiletek
térszertiek, nincs olyan megfigyeld, aki ezen a féreglyukon keresztiil atjuthatna
az 18.4. dbran jelzett M; aszimptotikusan sik tartomanybdl az Mj;; aszimptoti-
kusan sik tartomanyba vagy forditva.

>
==
< >

18.5. dbra. A Schwarzschild-téridé maximélis analitikus kiterjesztésében a & =dllands hi-
perfeliiletek topoldgidjanak illusztracidja.
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18.5. Gombszimmetrikus csillagok egyensiilya

Csillagmodelljeink megalkotdsa soran azzal a feltételezéssel €liink, hogy a
csillagot felépitd anyag j6 kozelitéssel a disszipativ folyadékokra jellemzd tu-
lajdonsagokkal rendelkezik. Ezek egyensilyi dllapotdnak vizsgalata alapvetd
szerepet jatszik a gombszimmetrikus csillagok egyensilydnak vizsgalata so-
ran.

Az egyensilyi dllapotok feltérképezése el6tt fontos megemliteni, hogy Ge-
roch és Limdblom [13] 1991-ben a disszipativ folyadékok elméletének lehet-
séges relativisztikus dltaldnositasait vizsgaltdk. Eredményiik nem konkliziv
abban az értelemben, hogy kideriilt, az ilyen jellegli elméletekbdl sok, bi-
zonyos szempontbdl til sok 1étezhet. Azt azonban bebizonyitottdk, hogy az
Osszes lehetséges altaldnositashoz tartozd egyensilyi dllapotban a disszipativ
folyadékok mindig olyan tokéletes folyadékként viselkednek, amelynek u® né-
gyessebességvektora ardnyos az egyensulyi dllapotot meghatdrozé ¢ id6szerd
Killing-vektorral, azaz

Ty = p uqup +P(gah + ua”b) s (18.5.49)

ahol az u” négyessebességvektor u® = 1*/\/—1t, alakban irhat6 fel.

A 17.2. alfejezetben ismertetett médon a tokéletes folyadékokra vonatkozd
négy egyenlet megoldhatésaganak feltétele, hogy valamilyen allapotegyenle-
tet vdlasszunk, azaz egy fizikailag redlis P = P(p) fiiggvénykapcsolat adjunk
meg.

18.5.1. Sztatikus gombszimmetrikus csillagmodellek
A sztatikus, gombszimmetrikus tokéletes folyadék téridé metrikajanak ivele-

mét a
ds* = —f-dt* + h-dr* +r*- (d6* +sin’0d¢?) (18.5.50)
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dltalanos alakban keressiik, ahol f és h most csak a felszinnel dsszehangolt r
radidlis koordinatatdl fiigg.

18.5.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (18.5.50) alakban megadhato metrika
esetén at® = (d/dt)" vektormezd eleget tesz a V ) = 0 Killing-egyenletnek,
tovdbbd hogy 1 hiperfeliiletmerdleges, azaz a 1,V pt, kifejezés azonosan zérus
értéket vesz fel.

A feladat megoldasa értelmében a (18.5.50) metrikdju téridS sztatikus.
Geroch és Limbdlom [13] eredménye alapjin az dltalanossdag korldtozasa nél-

kiil feltehetjiik, hogy a folyadék egységnyi normdji u négyessebességvekto-
rdnak komponenseire a (t,7,0, @) koordinitarendszerben az

1
W =—, valamint " =u® =u? =0 (18.5.51)

\/f?

Osszefiiggések teljesiilnek.

18.5.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a (18.5.50) metrika és a (5.4.43) defi-
nicio alapjdn szdmolhato nem zérus értékii Christoffel-féle szimbolumok az
alabbiak:

n r rsin® 0
I, =— [Mgg= — — IMpo = —
rr h’ 060 y [0X0] 3
f o _ 1 0 ,
T, = = — = —
F"_Zh’ Iy, o | sin 6 cos 6
1 f

F¢¢r= ;7 F¢¢9 =Ctg9, Fttr: ?}N

ahol f' a f fiiggvény r koordindta szerinti derivdltjdt jeléli.

18.5.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Ricci-tenzor (14.5.46) egyenlet alap-
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Jjdn meghatdrozott komponensei koziil a nem azonosan zérus értékiiekre a

A AT S AR

"T2n 4n\h  f) rn’

! 14 4 .
Ror = _i+i<ﬁ+§>+ﬁp Rg9 = Rog sin” 0

reldciok teljesiilnek.

Mindezekhez hozzavéve, hogy a téridd sztatikussdga és gdombszimmetridja
folytdn az energiaimpulzus-tenzor az alkalmazott (¢,r,0,¢) koordindtarend-

szerben a
pf O 0 0
Top = 8 I(J)h P0r2 8 (18.5.52)
0 0 0 Prsin’0

alakot olti azt kapjuk, hogy az Einstein-egyenletek kozott csak négy nem 0 =0
alaku taldlhatd. Ezek koziil a ,,tt”, ,,rr” és ,,00 ” komponenseket a

(rh) "W+ r (1 —n"") =8mp (18.5.53)
(rfR) ' f —r2(1—h"") =8P  (185.54)

1 i d | 1 ,
i(fh)‘iE [(fh)_f ] +§(rfh)_1f’—(rh2)_lh =87P  (18.5.55)

alakban irhatjuk fel, mig a ,,¢ ¢~ komponensrdl belathat6, hogy az az utolsé
egyenlet sin”@-szereseként 4ll elG.

A (18.5.53) egyenletben egyediil csak a h fiiggvény szerepel, rdaddsul a bal

7 2

oldal tovabb egyszer(isithetd, mialtal az

riZi

S [ =r"h] =8mp (18.5.56)
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alakhoz jutunk, amib6l rendezés és r szerinti integralds utan azt kapjuk, hogy

—1
h(r) = {1 _ 2'"5?)} , (18.5.57)
ahol .
m(r) = 47 / p(PdF+C. (18.5.58)
0

Megmutathat6, hogy annak biztositasa érdekében, hogy a ¢ =dllando feliile-
tek simdk lehessenek az r = 0 helyen is, azaz ott ne 1épjen fel igynevezett
kiipszingularitds — ez azzal egyenértéki, hogy az origén atfektetett tetsz6leges
egyenes mentén a h fiiggvény origébeli derivéltja értelmezhetd legyen — a jobb
oldalon all6 C alland6t nulldnak kell valasztanunk.

Erdemes kiemelni, hogy a térid6 sztatikussagat garantdld sziikséges feltételek
egyikének megfelelden a h fiiggvényre h > 0 kell teljesiiljon, ami (18.5.57)
értelmében mindig teljesiil, ha az m(r) fiiggvény eleget tesz a

r>2m(r) (18.5.59)

egyenlGtlenségnek.

Egy tovébbi plauzibilis feltétel, hogy a P = P(p) éllapotegyenlet legyen olyan,

hogy mind a P nyomas, mind a p energiasiirliség valjon zérussa valamely r = R
értéknél. Ezt az R értéket a csillag sugardnak nevezziik.

Feltéve tovabba, hogy a kiils6 térid6tartomanyban vakuum van, Birkhoff-tétele
kovetkeztében ott olyan ¥ tomegparaméterd Schwarzschild-téridd illeszthetd
hozza, ahol M-re teljesiilnie kell az

R
¥=m(R)=4rn / p(r)rdr (18.5.60)
0

relacionak.

Erdemes megjegyezni, hogy az utébbi tdmeget meghatirozé integral betii sze-
rint gy néz ki, mint a Newton-elmélet megfeleld integralkifejezése. Az ana-
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16gia azonban félrevezetd, mert a t =dllando feliileteken a térfogatelem

eabc—\/>dr A(dO)y A (dD)., (18.5.61)

3 . . s 1 o 2 2 .
ahol most | >g = hr'sin?6, igy a valédi anyagsiiriiséghez kapcsolhaté relati-
visztikus tomeg

1
R 7 2
N, :47:/ p (N “edrdodo :4n/ p(r) P {1—'”@] dr
B(R) 0 r
(18.5.62)
alakban frhat6 fel, ahol Z(R) az R sugari R3-beli tomor gombot jeloli. Az
M, — M kiilonbséget, mely (18.5.59)-nek megfeleléen mindig pozitiv, gravita-
cids kotési energidnak nevezziik.

Visszatérve az alapegyenleteinkhez, (18.5.54)-b6l az

?—rh [8zP+r2(1—1 "], (18.5.63)

vagy a h fiiggvényre vonatkozé ismereteink felhasznaldsaval az ezzel ekviva-
lens

2m(r)
r (8”P+ i ) _AmPr 4+ m(r)
| — 2m(r) T or[r—2m(r)]

r

(Inf) = (18.5.64)

egyenletet kapjuk. Ebbdl azonnal ldtszik, hogy amikor a h(r) fiiggvény, vagy
a vele ekvivalens m(r) fiiggvény, valamint a nyomds P = P(r) radiélis fiiggése
ismert, akkor (18.5.64) alapjan az f(r) fiiggvény egyértelmiien meghatarozott.

A harmadik Einstein-egyenletbdl, (18.5.55)-b6l a (18.5.57) és (18.5.64) egyen-
letek felhasznéldsdval egy P(r)-re vonatkoz6 elsérendd kozonséges differenci-
dlegyenletet kaphatunk, mely néhany algebrai dtalakitds révén az

dP 47Pr + m(r)

=—(P+p) 2] (18.5.65)
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alakot olti. Erre az egyenletre — amely a gombszimmetrikus tokéletes folyadék-
konfigurdcidk hidrosztatikus egyensilydnak sziikséges és elégséges feltételét
fogalmazza meg — mint a Tolmann-Oppenheimer-Volkoff—egyenletre szokds
hivatkozni.

18.5.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy (18.5.65) nem mds, mint a VT, = 0
megmaraddsi egyenlet r-komponense, ahol Ty, a (18.5.50) és (18.5.51) egyen-
letekkel meghatdrozott tokéletes folyadék energiaimpulzus-tenzordt jeloli.

A fentiekben szarmaztatott eredményeinket Osszefoglalva mondhatjuk, hogy
barmely sztatikus, gombszimmetrikus tokéletes folyadék téridében a metrikat

2 —1
ds* = —f-dt* + <1 — @) -dr* +r* - (d6* +sin*0d¢*)  (18.5.66)
alakban irhatjuk fel, ahol
m(r) = 4n / p(F)P*dr. (18.5.67)
0

Az f(r) fuggvényt a (18.5.64) egyenlet integrildsdval hatdrozzuk meg, miutdn
megoldottuk a hidrosztatikus egyensily feltételeként kapott (18.5.65) Tolmann-
Oppenheimer-Volkoff-egyenletet egy alkalmasan kivdlasztott P = P(p) élla-
potegyenlet ismeretében.

Gyakorlatban ez tgy torténik, hogy a P = P(p) éllapotegyenlet segitségével a
(18.5.65) Tolmann-Oppenheimer-Volkoff—egyenletet a p (r) fiiggvényre vonat-
kozo elsérendi kozonséges differencidlegyenletté alakitjuk, melynek tetszéle-
ges p|,—o kezdGadattal vett megolddsat felhaszndlva a fentebb leirt eljarast ko-
vetve barmely fizikai, illetve geometriai véltozo viselkedése, azaz a P(r), m(r),
h(r) és f(r) figgvények meghatdrozhatok.

A most vdzolt eljards segitségével valamely alkalmasan vdlasztott p|,—g és
P = P(p) allapotegyenlet rogzitése utdn az egyenstlyi konfigurdciék meghata-
rozhatdk. Ezek linedris stabilitdsdnak vizsgalata is elvégezhetd, bar erre ennek
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a konyvnek a keretében nem térhetiink ki. A mellékelt 18.6. abra a 105[
107 g ems
molédsok eredményének kvalitativ illusztralasara szolgdl. Természetesen az

M/M@

g/em’]
] kozponti plr—o energiastrtiségértékeket feltételezve elvégzett szé-

instabil stabil instabil stabil

25 b

D
20 |

B
15 b
0 |
c
05
A

1 I I |

0 1,0 2,0 3.0 40  1g8Rikm]

18.6. dbra. Az 4bra a Tolmann-Oppenheimer-Volkoff-egyenlet olyan megoldésai esetén
nyert, Osszetartozd R sugdr- és M tomegértékek altal meghatarozott konfiguraciok illuszt-
ralasara szolgdl, amelyek egy P = Cp? alakd politropikus dllapotegyenletnek és p|,—o €
10° lg/cm’] — 107 [¢/cm?] kOzponti energiastiriségértékeknek felelnek meg. plr=o értéke folya-
matosan novekszik a gorbe mentén az A pontban felvett 10 lg/cmd] értéktdl a D pontban felvett
107[g Jem?) €rtékig. Az A—B és a C — D gorbeiveken stabilak, mig a B — C illetve a D pont
mogotti gorbeiveken instabilak az Osszetartozo R — M értékekhez tartozé csillagmodellek. Az
A — B gorbeiv egy részén az adott modellhez tartozé fehértorpe, mig a C — D gorbeiv egy részén
neutroncsillag konfiguracidk talalhatok.

Osszetartozo értékparok erdsen fliggenek az alkalmazott allapotegyenlettdl. Az
abra D pontjanak kornyezetében feltiintettet kritikus viselkedés azonban kva-
litativ szempontbdl fiiggetlennek tlinik az alkalmazott allapotegyenlet konk-
rét alakjétél. A fordulépontban az M /Mg érték a 2 — 5 tartomdnyba esik,
ahol Mg, a Nap tomegét jeloli. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a 2M., —
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5M;, tomegnél nagyobb tomegli neutroncsillagok — az allapotegyenlet konk-
rét megvalasztasatol fiiggetleniil — szitkségképpen instabilld valnak és egy a
18.6. alfejezetben illusztralt gravitdcids Osszeomldsi folyamat sordn feketelyuk
végallapotba jutnak el.

sr s

18.5.2. Allandé siiriiségii csillag

A legismertebb belsé megoldast Karl Schwarzschild 1916-ban a vakuum-meg-
oldassal majdnem egy id6ben szarmaztatta. Ennek sordn azzal a feltételezéssel

élt, hogy az anyagstiriség dlland6 r < R sugdrértékekre, mig nulla azon kiviil,
azaz

,r<R
p( =3P "= (18.5.68)

0 ,r>R.

Ekkor . i
m(r) = 4m / podi = 5 ”po, (18.5.69)

0
tovdbbd az ekkor érvényes

—— = —4nr (P e 18.5.70
ar 4 (P e 3 e (18.5.70)

Tolmann-Oppenheimer-Volkoff—egyenletet megoldasat
) 1

20\ 2 2nr% )\ 2
(=27 -(1-2)

(1-%) -3 0-)

alakban frhatjuk. Ebbdl azonnal lathatd, hogy a kozéppontban ébredd nyomas

(18.5.71)

P(r) = po

R

1=3(01-%)

(1 —A”)% —1
Pl—g=po—B—, (18.5.72)

1
2
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mely végtelenhez tart, ha a csillag R sugara feliilrdl tart az Ry, = 9M/4 érték-
hez. Ez azt jelenti, hogy a sztatikussagra vonatkoz6 elvarasunk feladasa nélkiil
nem préselhetiink be ¥ tomeget az Ry, sugdrndl kisebb sugard tartomdanyba,
azaz a sztatikus csillagmodelljeinkre mindenkor teljesiilnie kell a # < %R < g
egyenl6tlenségnek.

Erdemes megemliteni, hogy a Newtoni elméletben a P < p egyenlétlenség
fenndlldsa esetén (18.5.70) helyett a

dP _ pom(r)

= 18.5.73
dr r? ( )
egyenlet adédik, melynek megolddsa
2
P(r) =3 pd (R*—r?) (18.5.74)
alakban frhat¢ fel.
fgy az M = #po Osszefiiggés alapjan a kozéppontban ébredd nyomadsra
2 3 4
Pl—o=3piR*= (%) “wipg (18.5.75)

teljesiil, azaz tetszGleges py érték vélasztdsa esetén P|,—( véges érték.

A leglényegesebb kiilonbség a fentebb targyalt nemlinedris és az annak meg-
feleld newtoni hatdreset kozott az, hogy az
4R

M< 9 (18.5.76)

o

egyenl6tlenség nemcesak az dllandé strtiségli anyageloszlasokndl, hanem min-
den olyan fizikailag redlisnak t@ing esetben teljesiil, amikor a p (r) anyagsir(-
ségeloszlds az origdbdl kifelé menve monoton csokkend fiiggvénye a radidlis
koordinatanak. Ez éppen azért fontos, mert a (18.5.76) egyenlGtlenség 1énye-
gében fiiggetlen a lehetséges allapotegyenlettdl és igy akkor is érvényes, ami-
kor hidnyoznak azok a megbizhat6é ismeretek, amire alapozva meg tudnank

mondani, hogy extrémen nagy siirlis€égek esetén milyen az adekvat allapot-
egyenlet.
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sz

Befejezésiil érdemes azt is megemliteni, hogy egy egyenstilyi dllapotban 1€v6

gombszimmetrikus csillag feliiletérdl indul6 foton altal elszenvedett maxima-
lis voroseltolédas, mig a foton eljut a praktikusan végtelen tavolsdgban 1évo

megfigyel6hoz,
— 1 1
Z:M;LM:&—IZT_KT”:Z (18.5.77)
1 @, (1-%)2 (1-g)7

%

Természetesen z értéke lehet nagyobb, ha a foton nem a csillag feliiletérdl in-
dul. Ebben a vonatkozdsban érdemes megemliteni, hogy a megfigyelt kva-
zarokra a voroseltolodas értéke a z ~ 0,131 — 7 tartomdnyba esik. Emellett
meglepden kicsiny az a 0 < z < 0,01 voroseltoldddsi tartomany, amelynek
vizsgalatdra alapozottan Hubble felallitotta a nevével fémjelzett kozmoldgiai
torvényt.

18.6. Gombszimmetrikus gravitacios 6sszeomlas

Ahogy arra mar a 18.5.1. alfejezetben utaltunk, azok a csillagok, melyeknek
tomege meghaladja a Nap M, tomegének 2-5-sz6rosét, nem érhetik el a sta-
bil neutroncsillag végallapotot. Az ilyen csillagok sajat sulyuk alatt Gssze-
roppannak, amit szaknyelven ugy szokds kifejezni, hogy azok egy gravitacids
0sszeomldsi folyamaton mennek keresztiil. Ilyenkor a fizikailag redlis esetben
a szuperndva robbandsokhoz hasonlatos médon a csillagot alkoté anyag kiilsd
része ledobddik, mig a centrum kozelében egy feketelyuk alakul ki. Egy ilyen
gravitaciés osszeomlasi folyamat lehetd legegyszertibb véltozatat mutatjuk be
a kovetkezd alfejezetekben.

18.6.1. Porszerii anyag 6sszeomlasa

A gombszimmetrikus téridSk lehetséges geometridjanak vizsgdlata soran meg-
allapitottuk, hogy a gombszimmetridval 6sszeegyeztethetd metrika egyik leg-
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dltaldnosabb alakjat valamely (¢, 7,8, @) koordinitarendszerben a
ds* = —f-dt* + h-dr* + k- (d0* +sin*0d¢?) (18.6.78)

ivelemmel adhatjuk meg, ahol f= f(¢,r), h = h(t,r) és k= k(t,r) sima fugg-
vényei a t és r koordinatdknak. Mivel harom szabad fiiggvény szerepel a
(18.6.78) metrikdban, az alkalmazott (z,r, 0, ¢) koordindtdkrdl az dltalanossdg
elvesztése nélkiil feltehetjiik, hogy az anyag részecskéivel egyiitt mozognak.
Ez azt jelenti, hogy példaul a porszer(i anyag esetén érvényes

T = P uqup (18.6.79)

energiaimpulzus-tenzorban szerepld u“ négyessebességvektor olyan, hogy az
ardnyos a (d/dt)* koordindta-bazisvektorral, azaz u” = u® = u? = 0.

Vegyiik azt is észre, hogy az elmélet diffeomorfizmusinvariancidjabél ad6dé
V4T, = 0 megmaradasi egyenletbdl most

UV iy = 0 (18.6.80)

kovetkezik, ami azt jelenti, hogy a porrészecskék geodetikus palyakat kovet-
nek. Vezessiik most be a por dltal elfoglalt téridStartomédnyban a porrészecskék
palyai mentén a sajatid6-paramétert 1j id6koordindtaként. Jeloljiik ezt T-val és
szinkronizaljuk dgy, hogy valamely térszer(i hiperfeliileten zérus értéket ve-
gyen fel. Az igy nyert (7,r,0,¢) koordindtarendszerben f(7,r) = 1, valamint
agaputu® = —1ésu” =u® = u® = 0relaciok folytan u® = 1 is teljesiil, tovdbba
a térid6é metrikdjat

ds* = —dt* + H(t,r)-dr* + K(t,r) - (d6* +sin’0d¢*) (18.6.81)

alakban frhatjuk fel. A Ricci-tenzor (14.5.46) egyenlet alapjan meghatarozott
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komponensei koziil a nem azonosan zérus értékiiekre az

Reo= o~ + g + 5ga (18.6.82)

Ry = —%+%’j+%, (18.6.83)
" 1\2 8 * 2 *

Re= et bkt s g tag 0868

R99:1—%+%+§—%, (18.6.85)

Rys = Rop sin” 0 (18.6.86)

reldciok teljesiilnek, ahol * és ’ a szébanforgé fiiggvény 7 és r koordindta sze-
rinti derivaltjat jeloli.

Ezek utan (14.5.51)-et, valamint a porszer( anyag (18.6.79) energiaimpulzus-
tenzordt alkalmazva az Einstein-egyenleteket az

Rap =87 p (uqutp + 5 gav) (18.6.87)

alakban frhatjuk fel, ahol kihasznaltuk, hogy T,¢ = g¢/ T.p=—p. Igy a(18.6.87)
jobb oldalédn 4ll6 forrastagok komponenseire az

Ree =47p, (18.6.88)
Ry =0, (18.6.89)
R, =4npH, (18.6.90)
Reo = 4mpK (18.6.91)

relaciok teljesiilnek, melyek a (18.6.82)-(18.6.85) egyenletekkel egyiitt meg-
hatdrozzak a porgdmb graviticidés 0sszeomldsara vonatkozé Einstein-egyenle-
teket.

Keressiik most ezen egyenletek olyan megoldasait, amelyek egy helytdl fiig-

.

getlen p energiastirtiség feltételezése mellett szarmaztathatdk, azaz p = p(7, /).
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Py

Ez lehetdvé teszi, hogy a kérdéses H(7,r) és K(t,r) fliggvényeket a
H(t,r)=R*(t)-h(r), valamint K(t,r)=S(7)-k(r) (18.6.92)

alaku szepardlt alakban keressiik.

Ekkor a (18.6.83) és (18.6.89) egyenletekbdl azonnal ad6dik, hogy

s* R

S = R Az S(t)=o-R(7) (18.6.93)

valamely nem zérus o valds szdmra. A h(r) fiiggvény djradefinidldsa révén —
az altaldnossag elvesztése nélkiil — haszndlhatjuk az

S(t) =R(7) (18.6.94)
relaciét.
Ezek utdn a k(r) fiiggvény felhaszndldsdval bevezethetjiik az
F=/k(r) (18.6.95)
radidlis koordinatat. A fent végrehajtott dtalakitdsoknak koszonhetden a
H(t,7) = R*(t)-h(F), valamint K(t,7)=R>(1) 7 (18.6.96)
egyenletek teljesiilnek.

Mindezeken tilmenden a (18.6.84) és (18.6.90), illetve a (18.6.85) és (18.6.91)
egyenletpdrok és (18.6.94) alapjan nyert

};2(8) +R™(DR(1) +2(R'(1))* = 47 p () R¥(7)
(18.6.97)
,7_12 - ;2 ;(7) + 2:;52}7()7) +R**(T)R(T) +2(R*(T))2 = 47TP(T)R2(T)

(18.6.98)
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egyenletek folytan

R (F) 1 1 K (F)
=5 =2/ (eR 18.6.99
Fh2(F) [fﬂ 72 h(F) * 27R2(F) (€R) ( )
kovetkezik. A ;’;’2(2) = 2/( egyenlet megoldésa h(F) = ﬁ, amit a
1 1 K (F)
= - =2/ 18.6.100
{72 72 h(F) * 2fh2(7)] ( )

egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy C = 1. Igy a (18.6.81) alakban felirt
metrika most a

di?

-7

ds* = —dt* + R*(1) { +7 (d6* + sin26d¢2)} (18.6.101)

alakot olti.

Rovid vizsgalddas utdn latszik, hogy ez a metrika teljesen olyan, mint az izot-
rép kozmoldgiai téridSk (17.1.26) metrikdja, azzal az apro kiilonbséggel, hogy
¢ értéke nem feltétleniil +1,0 vagy — 1. Igy az sem megleps, hogy az ott kapott
relacidkhoz hasonld Osszefliggésekhez vezetnek a tovabbi téregyenleteink is.

Hétra van még az R(7) és p(t) id6fiiggések meghatdrozdsa. A VT, =0
megmaraddsi egyenletbdl kapott (17.2.51) egyenletet felhasznalva

3R*
— =

p*+p 0, (18.6.102)

és igy
p(7)R3(t) = konstans (18.6.103)

adddik. Az R(7) és p(7) fiiggvények T = 0 kezdBértékeit R(0)-val és p(0)-val
jelolve és feltéve, hogy R(0) =1, a

p(t)=p(0)R3(1) (18.6.104)

Osszefiiggéshez jutunk.
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Az (18.6.84) és (18.6.90), illetve (18.6.82) és (18.6.88) egyenletparok aktudlis
alakjaira most

20+ R™*(T)R(t) +2(R* (1)) =4np(0)R (1) (18.6.105)
—R*(T)R(7) = 4?” p(0O)R (1) (18.6.106)

teljesiil, amibdl
8
(R* (1)) = —L+ ?ﬂp(O)R_l(‘c) (18.6.107)
kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy a T = 0 kezdGpillanatban R*(0) = 0. Ez azt jelenti, hogy
a porgdmb részecskéi nyugalombdl indulnak, annak megfelelden, hogy a por-
gomb centrumétol mért valédi tavolsag 7(7) = [J R(t)[1 —£r]~'/2dr, és emi-
att a valésdgos v; = d7/dt radidlis sebesség ardnyos R*(7)-val. Tovabbd, a
(18.6.107) egyenlet és a kordbban tett R(0) = 1 feltevésiink miatt az

_sm

l 3 p(0), (18.6.108)
valamint az
(R*(1))* = %”p(O) R (7)) —1] (18.6.109)
relacidkhoz jutunk. A (18.6.109) egyenlet parametrikus megolddsat a
R(y) =1 (1+cosy) (18.6.110)
r(y/):%\/%(w—i—sinw) (18.6.111)

alakban {rhatjuk fel.

Ezekbdl az osszefiiggésekbdl azonnal ldthatd, hogy R(7) = 0, azaz a nyuga-

2

lombdl indulé p (0) kezdeti stirliségii porgomb véges

(1) =5/ 5000 (18.6.112)

sajatidé alatt végtelen nagy energiastiriségii dllapotba jut. Az is jol latszik,

Q



324 18. FEJEZET. GOMBSZIMMETRIKUS TERIDOK

hogy minél nagyobb a p(0) érték, az egyiittmozgd megfigyeld sajitidejében
mérve anndl révidebb id6 alatt zajlik le a kérdéses gravitacids Osszeomlasi
folyamat.

A fenti észrevételek sordn a sajatidot a porgdmb részecskéinek vildgvonala
mentén mértiik. Erdemes azt is megvizsgdlni, hogy milyennek latja a gravita-
cids Osszeomldsi folyamatot egy tavoli sztatikus megfigyeld.

A kérdés megvalaszoldsahoz tegyiik fel, hogy a porgdmbén kiviil nincs anyag,
azaz ott vakuum taldlhaté. Ekkor a Birkhoff-tétel alapjan tudjuk, hogy a kiilsd
gombszimmetrikus térid6tartomanyban a metrika csak a Schwarzschild-metrika
lehet, amelyet a szokdsos (¢,r, 0, ¢) koordindtdkban a

20 2\ !
ds? = — <1 —~ ) dt* + <1 — > dr* +1r* (d6* +sin*0 d¢*)
r r
(18.6.113)
alakban frhatunk fel.

Azért, hogy a vakuum és a porral kitoltott téridStartomanyok geometridjat leg-
aldbb folytonosan illeszteni tudjuk, meg kell adnunk a (7,7 0,¢) és (t,1,60,9)
koordinatak kozotti fiiggvénykapcsolatot. A szogkoordinatdk természetes meg-
feleltetésén tul ez egy hosszadalmas szamolas eredményeként kapott

r=#R(t (18.6.114)

_ 2
\/1 E“/ _A< ) d7 (18.6.115)

vélasztassal tehetd meg, ahol

)
o(t,7F)=1- (%ﬁ:ﬂ) [1-R(7)], (18.6.116)

az d paraméter pedig a porrészecskékkel egyiittmozgd rendszerben a porgémb
7 = a koordindtasugarat jeloli.

Ezeket a relacidkat felhasznalva az 6sszeoml6 porgdmbot leird téridé metrika-
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jat a Schwarzschild-szerd (z,r, 0, ¢) koordindtdkban a
ds* = —f(t,r)dt* + h(t,r)dr* +r* (d6* +sin*0 d¢?) (18.6.117)

alakban frhatjuk fel, ahol most

(> 2
R(7) 1—¢72 (1 - Q(T,i))
_ N . 18.6.11
f(t’r) Q(T,F) l—gdz 1715(_1%) 9 ( 86 8)
T="1(t,r),F=F(t,r)
2N\
h = (1—-———
0= (17)

A porgomb feliilletén, azaz az 7 = a vagy r;(t) = aR(7) helyen, egyrészt
(18.6.116) alapjan

(18.6.119)

T=1(t,r),F=F(t,r)

O(t,da) =R(1) (18.6.120)
és igy (18.6.118) és (18.6.119) alapjan
(& la
fe,r)=1———= =1—— valamint h(t,r) = .
( ) R(T) T=1(t,r) r ( ) f(tar)
(18.6.121)

A két tartomdnyon kiilon-kiilon értelmezett metrika folytonos illesztése érde-
kében az rz(7) = dR(7) helyen {a
tosithat6 azaltal, ha a T = O feliileten az

n="Tp0)@(1) = 2T p(0)ra(0) (18.6.122)

3 értékét 2 M-nek kell vélasztanunk, ami biz-

relacid teljestil.

Most, miutdn ismerjilk mindkét tartomdnyban a térid6 metrikdjat, megvala-
szolhatjuk azt a korabbi kérdésiinket, hogy milyennek latja egy tavoli megfi-
gyeld a gravitacios Osszeomldsi folyamatot. Ehhez el6szor vizsgdljuk meg, mi

torténik egy a csillag feliiletérdl inditott fényjellel. Tegyiik fel, hogy a fényjel
kibocsdtdsa még azel6tt megtorténik, hogy a csillag r;(7) sugara elérné a 2 ¥
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értéket. Hatarozzuk meg, hogyan érzékeli az ilymoddon elinditott fényjelet egy
olyan sztatikus megfigyel6, amelyhez a fényjel egy radidlisan kifelé inditott
fényszerli geodetikus mentén jut el. Ehhez hasznaljuk fel azt, hogy a kérdé-
ses radialis fényszerli geodetikus gorbe mentén a 0 és ¢ koordindtak értéke
allando, tovabba azt, hogy a vakuum téridétartomanyban a geodetikus mentén

a

dr 2M
—=1-— 18.6.123
dt r ( )

egyenlet teljestil.

Mindezeknek megfelelGen a 7,7 = rz(7) = aR(7) koordindtdji eseménybdl in-
dulé fényjel az # radidlis koordinatdval jellemzett sztatikus megfigyelhoz ab-
ban a ¢’ idSpillanatban érkezik meg, amelyet a

-1
f+/ (1——) di (18.6.124)

osszefliggéssel hatdrozhatunk meg. Erdemes megjegyezni, hogy egy végtelen
tavolinak tekintett megfigyeld esetében a ¢t koordinataidd éppen a megfigyeld
sajatidejével esik egybe.

Tekintsiink most egy olyan eseménysort, amit az dsszeomld csillag feliileté-
161, ott egyenld id6kozonként inditott fényfelvillandsok generdlnak az 7’ radi-
alis koordinataval jellemzett sztatikus megfigyeld szamara. Ekkor (18.6.125)
alapjan az egymast kovetden érkezd fényjelek kozott — a sztatikus megfigyeld
sajatidejében mérve —
R(my) -1
At —AH—/ R (1——> dr (18.6.125)

idd telik el. Mivel az integrandus végtelenhez tart, az rz(t) = aR(T) — 2 Mha-
taresetben az egyenl$ idSkozokben kibocsétott fényjelek megérkezése kozott
eltelt id6 is végtelenhez tart.

Mindezeknek megfeleléen a porgomb torténete szignifikdnsan eltérd6 médon
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jatszodik le a porgombbel egyiittmozgd, valamint a végtelen tavoli sztatikus
megfigyeld szempontjabdl nézve. A graviticiésan 6sszeomld csillagot jelké-
pezd porhalmaz felszinén utazé megfigyeld azt tapasztalja, hogy az 6 sajétide-
jében mérve a csillag véges id6 alatt teljes terjedelmében eltlinik az 7 = 0 he-
lyen taldlhaté szingularitdsban. Ezzel szemben a végtelen tavolinak tekintett
megfigyeld (valdjaban ez barmelyik a sztatikus Killing-vektormezd integral-
gorbéi mentén mozgd megfigyelSre ugyanigy igaz) az 6 sajatidejében mérve
mar magét azt a folyamatot is, hogy a porgdmb sugara az r = 2 M értékre hu-
z6dik 6ssze, végtelen hosszinak érzékeli. Ezért a végtelen tavolinak tekintett
megfigyel6k szamdra soha nem tlinik el teljes mértékben az 6sszeomld por-
gomb. A kétféle megfigyeld tapasztalata kozotti szignifikdns eltérés egy ext-
rém megjelenése a specidlis relativitdselméletbdl jol ismert id6dilatacionak.

Ugyan a végtelen tavolinak tekintett megfigyeldk a sajdtidejiikben mérve kor-
latlan ideig kapnak fényjeleket az 6sszeomld porgomb feliiletén utazé megfi-
gyeldtol, az altaluk detektalt fény voroseltolodasa mégis elarulja, hogy valami
nagyon kiilonos dolog torténik. Konkrétan az r;(7) = @R(7) — 2 Mhatdrestben
a voroseltolodasi faktor ért€ke végtelenhez tart, hiszen abban az esetben, ha a
fényjelet kibocsaté megfigyeld sztatikus mozgast végezne, a vonatkozo

(0] 1
z=——-1=—-1 18.6.126
w» ( ZM)% ( )

=
voroseltoldddsi faktor akkor is végtelenhez tartana az r;(7) — 2 M hatdrestben.
Mivel a csillag sugara folyamatosan csékken — tdvolodik a végtelenbeli megfi-
gyel6tol — a Doppler-effektus folytinaz = -1 — 1 = d—’- — 1 0sszefliggés alapjan

szamolhat6 voroseltolddas faktor valodi erteke

7= (1—M)1 1— 0@ +ave (18.6.127)
aRr(t) R(t) ’ o

ami még hatdrozottabban tart végtelenhez az r;(7) = aGR(7) — 2 ¥ hatdrestben,
azaz amikor a csillagszerti objektum valodi feketelyuk allapotba jut.



328 18. FEJEZET. GOMBSZIMMETRIKUS TERIDOK
Az el6z6 alfejezetben megmutattuk, hogy barmely sztatikus csillagszerd ob-
jektum feliiletérdl indulé fényjel maximadlis voroseltolodasi faktora ketts. A
fenti meggondoldsokbdl azonban j6l latszik, hogy amikor egy graviticids Ossze
omlasi folyamaton atmend csillagot, esetleg egy mar kialakult feketelyukba

hull6 anyagot figyeliink meg, akkor a voroseltolddasi faktor értéke tetszblege-
sen nagy lehet.
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Racz Istvan

A Wigner Fizikai Kutatokozpont
tudomanyos tanacsaddja, az MTA
doktora, cimzetes egyetemi tanar

/A

Az altalanos relativitaselmélet a gravitacios kolesonhatas — kisérletek altal
a tobbi fizikai elmélethez viszonyitva is nagyon nagy pontossaggal igazolt
—klasszikus geometrizalt elmélete. Klasszikus abban az értelemben, hogy a
kvantumfizika eszkoztarara semmilyen formaban nem épit. A klasszikus
jelzé ugyanakkor furcséan is hat, hiszen ez az elmélet alapjaiban razta meg a
korabbi térrdl és idordl kialakitott elképzeléseinket. A teret és az id6t mar a
specidlis relativitdselmélet egymdasba Otvozte, és egy merdben Uj
fogalommal, a téridével helyettesitette. Az altaldnos relativitaselmélet
ennél lényegesen tovabb megy, hiszen nem csupan az anyag torténetének
egy egyszer és mindenkorra rogzitett geometriai hattéren realizdlodo
leiraséara vallalkozik, hanem egy impozans, a modern fizika elvarasaival is
Osszeegyeztethetd modelljét kinalja az anyag és geometria kolcsonds
meghatarozottsaganak.

Jelen konyv megirdasdval elsésorban azon olvasdknak szeretnék
segitséget nyujtani, akik a fizikédval kapcsolatos ismereteiket az Einstein-
féle gravitacidelmélet vagy ahogy szintén szokds utalni rd az altalanos
relativitaselmélet elvi, matematikai és technikai eszkoOztaranak
megismerésével kivanjak boviteni. A konyv lényegében az E6tvos Lorand
Tudomanyegyetem elméleti fizikai doktori iskoldjan tartott eldadasaimra
¢épiil. Ugyanakkor fontos azt is kiemelni, hogy a konyv megirasa soran
folyamatosan torekedtem az 1j fogalmak szisztematikus kiépitésére,
melynek kdszonhetden (reményeim szerint) minden az analizisben elemi
jartassaggal rendelkezd olvasd jo eséllyel kezdhet hozza az altalanos
relativitaselmélet matematikai alapjaival torténd ismerkedéshez.
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